Théoremes limites des probabilités

Soit X une variable aléatoire réelle (v.a.r.) admettant une moyenne (ou espérance mathématique) u« et
un écart-type o . Soit (Xi )ieN une suite de v.a.r., indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)

comme X (“identiqguement distribuée comme X" signifie "de méme distribution (ou loi) de probabilité

> 1 ) . .
Onpose X, =— in—l X, , cette v.a.r. est appelée moyenne d'échantillonnage.
n i

Les propriétés de l'espérance mathématique et de la variance permettent d'établir les égalités

2
: e S\ O . v .
suivantes : E(Xn)z,u et var(Xn):—; I'espérance de la suite (Xn) est une suite constante
n

égale & w et la variance de la suite ()?n) converge vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Le premier théoreme limite (loi faible des grands nombres) consiste a dire que la suite de v.a.r. ()?n)
converge en probabilité vers une v.a.r. d'espérance u et de variance nulle, c'est-a-dire, vers la v.a.r.
constante (dégénérée) L .

Pr
(Définition : une suite de v.ar. (Y,) converge en probabilité vers une v.ar. Y (noté (Y,)—>Y)si

Ve >0, limP(lY, -Y[>¢)=0,)

n

On souhaite préciser la vitesse de convergence de la suite ()?n) Vers 4.

G * X _/J
Onpose: X, =| ——F~
(O‘/\/ﬁ

appelée parfois v.a.r. )?n standardisée).

]; lav.ar. X estobtenue par centrage et réduction de la v.ar. X, (X, est

Il s'agit donc d'une v.a.r. centrée réduite : E ( )?;) =0 et var( )?;) =1

Le deuxiéme théoréme limite (théoréme central limite) consiste a dire que la suite ()?n) converge en

loi vers la loi normale centrée réduite, notée A/ (0,1).

Loi
(Définition : une suite de v.a.r. (Y, ) converge en loi vers une v.a.r. Y (noté (Y,)—Y ) siona,en tout

point de continuité y de la fonction de répartition F, de Y, limF, (y)=F, (y).)
n—oowo "

En résumé, les deux théorémes limites des probabilités sont :
Pr

Loi faible des grands nombres : ()?n )—)/,1
L . X, —p o
Théoréme central limite : — A7(0,2)
oln
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Cas particulier
Si X est une v.a.r. de loi de Bernoulli de probabilité p (probabilité de succés lors d'une épreuve
aléatoire). On a alors y=peto=.pld-p). Z::lxi (nombre de succes lors de n épreuves

aléatoires indépendantes) suit une loi binomiale de parameétres n et p et )?n (notee F,) est la
fréquence de succes lors des n épreuves.

Les deux théorémes limites deviennent dans ce cas particulier :
Pr

Loi faible des grands nombres : (F,)—p
- i F.—-p Lo
Théoréme central limite : — |>A(0,2)
VP(-p)/n

Extension du théoréme central limite
. 1 n S \2 . s .
Onpose:V, = HZizl(Xi - Xn) (variance d'échantillonnage).

Les propriétés sur les espérances et variances permettent d'établir I'égalité : E (Vn) —— o’

n 1 . .
mvnzm izl(xi_xn) ,Onaalors E(Snz):O'Z

La formule définissant V, est la "formule de variance pour une population finie", alors que celle

Pour n>1, onpose: S’ =

définissant Sn2 est la "formule de variance pour un échantillon" (appelée parfois variance corrigée)
car, lorsque I'on travaille sur un échantillon, c'est pour estimer au mieux les paramétres inconnus de la
loi de probabilité sous-jacente ; I'espérance de la v.a.r. Sn2 est égale & o2; on dit que la v.a.r. Sf est

un estimateur sans biais de o> ce qui n'est pas le cas de V..

Le théoreme central limite peut étre généralisé au cas ou I'on remplace le parametre inconnu o par la
var. S, (racine carrée de S°) ouparlav.ar. S, (racine carrée de V) :

(X”_“)ﬂ/l/(o,l) et |——14 15 40

S, /+/n JF.@-F)/n
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