Modele linéaire — Questions complémentaires et corrections
Régression linéaire orthogonale et régression linéaire multiple

5.5. Régression linéaire orthogonale

Soit X et Y deux variables réelles définies sur n individus et (X;,Y;).,  la série double

associée.
On représente dans un diagramme cartésien les points M, de coordonnées (Xi,Yi), i=1,..n

Pour toute droite D, d'équationy = a x + b, on note H, la projection orthogonale de M, sur D,
i =1,...,n. Déterminer les coefficients a et b qui minimisent Zi":lMiHiZ.
La droite solution de ce probléme est appelée droite de régression linéaire orthogonale.

5.6. Régression linéaire multiple

On considere p + 1 variables réelles X,,..., X ,Y observees sur n individus. Pour j=1,..., p et
i=1,...,n on note X; la valeur de la variable X; sur Il'individu i et Y, la valeur de la

variable Y sur l'individu i.
On se propose d'ajuster sur ces données une relation linéaire Y =a X, +...+a,X .

Pour cela, on utilise le critere des moindres carrés des erreurs d'ajustement, c'est-a-dire, on
Lo . 2

cherche (a,,...,a, ) minimisant l'expression: C=>"" (Y, —a,X; —..—a,X ;) .

Pour j = 1,..., p, on identifie la variable X; au vecteur (le,...,Xjn) de R" et & la matrice

colonne de ses coordonnées par rapport a la base canonique de R"; de méme pour Y.
Soit X :(xl...xp) la matrice (n, p) dont les colonnes sont les matrices colonnes X;, X' sa

transposée et A le vecteur (31 ap) de R (identifié également a la matrice colonne (p,1) de
ses coordonnées par rapport a la base canonique de R”).
On suppose que les vecteurs X, ..., X, sont linéairement indépendants.

1) Montrer que la matrice X'X est inversible.
2) Montrer que le critéere des moindres carrés revient a déterminer le vecteur A de R” qui
minimise |Y — XA|, la norme étant la norme euclidienne classique de R".

3) On en déduit que XA est la projection orthogonale de Y sur le sous-espace vectoriel
engendré par X,,..., X . Vérifier alors I'égalité : A=(X 'X)f1 X'Y.

4) Montrer que I'on a, aprés ajustement : Y | = | XA|" +[Y - XA|".

En déduire que le rapport ¢ = | XA|/|Y| est un indice de qualité de I'ajustement compris entre
0 et 1. Quelle est l'interprétationde q=17?

5) On suppose p = 2 et X, =1 pour tout i de {1,...,n}.

Retrouver, en calculant a, et a,, les résultats concernant I'ajustement par les moindres carrés
d'une relation affine Y =a X, +a,.
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5.5. Régression linéaire orthogonale. Correction.

Soit X et Y deux variables réelles (non constantes) observées sur n individus statistiques.

On note X, Y, s%,57,syy, les moyennes, variances et la covariance de X et Y et on suppose
Syy 0.

On représente les n points M; (x;, yi), i =1, ..., n, dans un repere orthogonormé, on note (D)
une droite d'équation y =ax+b et H; la projection orthogonale de M; sur (D),i=1,...,n.
On vérifie alors que, pour i =1, ..., n, le carré de la distance du point M, a la droite (D) est :

2

MH? =(y, —ax —b .
it (M i ) a2+1
La droite de régression orthogonale est la droite dont les coefficients a et b minimisent la
moyenne (ou la somme) des carrés des distances des points a la droite, c'est-a-dire, le critére :

1 1
f (a,b)= ~ +ﬁzpﬂ(yi —ax; —b)’
Commeona:

(i -V —ax +ax)’ +2(y, - Y-ax +axX)(y-ax—b) +(y—ax -b)’

on en déduit :

f(a,b)= 21 1[% (Y -y —ax +a7)2 +(7—a¥—b)2} car la somme des seconds termes
a‘+

est nulle.

Le critere f(a,b) est la somme de deux termes positifs, le deuxieme est minimum (et méme
nul) pour b=y —ax et le premier ne dépend que de a. La droite (D) passe donc par le point
moyen G(X,Y).

Il reste & minimiser sur a la fonction :

g(a)= a21+ 1%2&1(% —y-ax +ax)’

Commeona:

(-7 -2 -x))" =a® (x =) ~2a(x - %) (%= 9) (% -7
on en déduit :

1
g(a)= 2 +l(azs>2< —2a8yy +sY2).

L'application g est définie pour tout a de R, continue, dérivable et a pour limite s> lorsque a

tend vers +o0 OU —o0.
On obtient pour la dérivée :
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g'(a):(z;l)z_(Zasi —ZSXY)(a2 +1)—(a25>2( —2aSyy +s$)2a}
a?+1) -

:—_2a3s>2< —2a%s,, +2asy — 25,y —2a’ss +4a’s,, —2as$]

2 .2 2 2
= 2| Sx +a(5x _SY)_SXY:|
2 L
(a +1)
2

Le discriminant du trindme du second degré en a est alors : A:(sf( —syz) +4s%, ; étant
—s2 +s2+/A

2Syy '
Selon le signe de s,, , on a le tableau de variation suivant :

strictement positif, le trinbme a deux racines : a=

si S, >0

—s2 +52 /A —s2 +52 +/A
2Syy 2syy

9'(a) + 0 - 0 +

min

si s, <0

—s2 +52 +/A —sk +57 A
2Syy 2Syy

0

v

9'(a) - 0 +
2
g Sy \ . /

Dans les deux cas le minimum de g(a) est obtenu pour a =

\ .
—s2 +52+/A

2Syy
La droite de régression orthogonale est la droite (D) d'équation y =ax+b avec :

2
_s§+s$+\/((s§_sg) rasiy |

a=

et b=y-ax.

On vérifie ci-apres que cette droite est engendrée par les vecteurs propres associés a la plus
grande valeur propre de la matrice de covariance de X et Y . Cette matrice étant a coefficients
réels, symétrique et positive, elle est diagonalisable et admet des valeurs propres réelles
positives.
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2
_ 2 s _ .
Soit V :[ x XZYJ la matrice de covariance.
Sxy Sy

On peut écrire, pour tout A reéel :

\% —;tl|=(s)2< —;t)(sYz —i)—siy =17 —/I(si +s$)+s§< SZ — Sy -
Le discriminant du trinéme en A veérifie :

A=(sh+s3) —4(s% 2 83y )= (s —s2) +4s3y >0,

Le trinbme a donc deux racines :

N

2 2
S5 47 +(s% -7 +4s3, 5 +57 = (5% -5 +as7,
M= 2 %= 2

Soit (&, #) un vecteur propre associé a J; .

2 .2 2 2)? 2
Sx =Sy _\/(sx _SY) +4Syy
2
Le coefficient directeur de la droite engendrée par ce vecteur est donc :

etona 4 >4,

Il vérifie :

2
5 -sirsie|(sh-st) vas

a 2Syy
On retrouve le coefficient directeur de la droite de régression orthogonale.

5.6. Régression lineéaire multiple. Correction.

1) Soit U un vecteur de RP tel que : XXU =0.
Onaaussi UX'XU =0, c’est-a-dire | XU ||2 =0, donc XU =0.
Les vecteurs X, ..., X, étant lineairement indépendants, on en déduit U =0.
Le systtme X'XU =0 n’ayant que la solution nulle, la matrice XX est donc inversible.
2 2 2
2)0na C =30 (Y—aXy —...—a, Xy ) =Y —aX, —...-a,X,| =[v-XA]".

Minimiser C revient donc & minimiser [Y — XA|.

3) Le vecteur XA est la projection orthogonale de Y sur le sous-espace vectoriel engendré

parles X, onadonc, Vje{L,..., p}, (X},Y = XA)= X} (Y = XA)=0 et XY = XXA,

Lamatrice XX étant inversible, on en déduit : A=(XX )_1 XY.

4) Pour le vecteur A réalisant I’ajustement, les vecteurs XA et Y — XA sont orthogonaux

et de la décomposition : Y = XA+ (Y — XA) on peut déduire :
Y[ = XA +[ —xAf*

Le rapport g =||XA||/|Y|| est donc la part de norme de Y conservée par projection sur le sous-

espace vectoriel engendré par les X ;. Puisque ||Y||2 2||XA||2, ce rapport est compris entre 0

etl.
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Il est égal a 1 lorsque |Y - XA||2 =0, c’est-a-dire, lorsque Y = XA. En d’autres termes, ce
rapport est égal a 1 lorsque Y appartient au sous-espace vectoriel engendre par les X ; .
5) Cas p=2 avec X, =1pourtoutide {1,...,n}.

On pose m(X1)=% n Xy et mz(Xl):% L ( Xy )2
Onaalors:
m, (Xy) m(Xy)
XX:n[m(xl) 1 }
Ona det(XX )= ( D)-[m(Xy)] )z V(Xy).

Les vecteurs X, et X, étant supposés lineairement indépendants, on en déduit que la variable
réelle X, n’est pas une constante et donc que sa variance est non nulle. On Vvérifie bien que
cette hypothese entraine I’inversibilité de la matrice XX .

Onadonc:
a1 [ em(x)
(XX) _n\/(xl)[—m(xl) mz(xl)}

Par ailleurs, si on pose m(Y):%Z{‘zlYi et mll(XbY):%Zin:leiYi ,ona:

XY:n{mﬂ(Xl’Y)}.

m(Y)
On en déduit :
[ﬂ:(xxyl XY,
)
c’est-a-dire :

a :m[mll(xl,Y)—m(Xl)m(Y)] et

1
a, :V(Xl)[—m(xl)mll(xl,Y)erz(Xl)m(Y)]
En simplifiant on obtient :

COV (XY

COV (*,.Y) tazzL[ m(X,)COV (XY )+V ( (Y)]=m(Y)-am(X,).
V(Xy) V(Xy)

On retrouve bien I’équation de la droite de régression linéaire de Y en X,, obtenue selon le

critére des moindres carrés C :

a1:

COV (X,,Y)

Y —m(Y):W(Xl—m(xl))
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