PLP2 Maths Sciences Physiques 1998
Analyse - Correction

Partie I.
Al Etude la fonction F définie sur Rpar F(x)= 1i _
e
. . . 1
1. a/ limF(x)=0 lim F(x)= lim =1
X—> -0 ( ) X—>+0 ( ) x>+0] 4+ 7%

X

b/ vxeR F est dérivable et F'(x)= donc vxeR F'(x)>0

% \2

(1+e )
F est donc strictement croissante.

cf X| —00 +00

/1
Fl o

. F est définie, continue et strictement croissante sur R, lim F(x)=0et lim F(x)=1 donc F est

X—>—00 X—>+00

une bijection de R sur ]0,1].

X X
ey =—"_ et xe|0,1 —>0.
1+ey<:> T €] [:>1_X>

s X
@] déduit: y=In| — |.
nen déduit : y n(l—xj

Soitxe 0, x=

La bijection réciprogque F™ de F est donc définie sur ]0,4] par F™*(x)=In (ﬁj
e*(1-¢)

. VxeR F'estdérivableet F"(x)=——"
(1+¢€")

La courbe représentative de F admet un point d’inflexion de coordonnées (0%) et la tangente en

ce point a pour pente F'(0) =%.

De plus le calcul des limites au 1.a/ permet de conclure que la courbe admet deux asymptotes
horizontales d’équations y =0 (pour x - —o ) et y=1 (pour X — 4o ).
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X

B/ Soit f la dérivée de F définie sur Rpar vxeR f(x)= e—x :
(1+e%)
e—x ere—x ex
1. vxeR f(-x)= == == = f(x), la fonction f est donc paire.
(1+e™) e (1+e™)  (1+e")
2. fest une fonction continue et positive sur R donc localement intégrable sur R.
Si A et B sont deux réels tels que A<B J' x)dx=F(B)-F(A)et lim J x)dx =1 donc

B~>+oc

J.m f (x)dx est convergente (en —oo eten +oo) et la somme est égale a 1.

La fonction f définit une densité sur R.

3. Soit X une v.a.r. admettant f pour densité (et donc F pour fonction de répartition).

3. a/ L’espérance mathématique de X existe si I’intégrale I x|f x)dx est convergente.
Ona:

X

xe X

Xf(x)= 2 x
(1+ex) = e

et I —dx est convergente puisque Va >1 lim

X—>0

( ij:o (Cf. (*) & la fin du probleme)
€

donc_[ xf dx est convergente.

Comme on a f x|f dx _[ xf dx on en déduit que X admet une espérance E(X) et on
a:

:J‘j:xf (x)dx:fwxf dx+j xf (x)dx=0
car la fonction qui, a x appartenant & R, associe xf( ) est impaire.

3. b/ La fonction F est continue donc ¥xeR P([X = x]):O etP(X >0)=1- F(O):%.

3. ¢f Les quartiles g, (i €[1,3]) vérifient P([X Sqi])=% c’est-a-dire F(qi):iz.
La f.d.r. F étant bijective, on alors :

ol

On adonc qlzln[%]:—ln&q2 =Inl=0etqg,=In3.

Arrondis au centiéme on obtient : q, =—1.10,q, =0 et g, =1.10.

3.d/ P(X<m)>09«F(m)>09<m>F *(0.9)=In9 car F (et donc aussi F*) est une
fonction croissante.
Le plus petit réel m vérifiant P(X < m) >0.9est donc In9 soit, arrondi au centieme, 2.20.
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Partie I1.
A/ Existence et expression de la variance de X

1. Comme X admet une espérance mathématique nulle, la v.a.r. admet une variance si et seulement si
- - - - 7 +:>O

elle admet un moment d’ordre 2, c’est-a-dire si et seulement si I’intégrale f X% f (x)dx est
—00

convergente.

x%e* X oo X X2

On a: xzf(x):—2~—x et f —-dx est convergente puisque Va>1 lim|x"—|=0
(1+ex) e 0 e X—00 e

(Cf. (*) a la fin du probléme) donc T2 f (x)dx est convergente.
0

0 00
Comme on a f X f (x)dx:j; X2 f (x)dx on en déduit que X admet un moment d’ordre 2 et

donc une variance.
Ona:

X

dx

V(X)=E(X2)=Jffx2f<x)dx:ZI§°(1X::X)2

Onpose y=e* donc x=—Iny dx= —d—;, on obtient alors une autre expression de la variance de

1 Iny )
X: v(x):zjo(ﬁj dy
2. a/ Soitv la fonction définie sur ]0,1] par v(x):%—ln(“ X).

xIn x
1+x

Si on note w la fonction définie sur R} par w(x)= —In(1+x), alors w est dérivable sur

R} etona: w(x)= (1In X)Z
+X

Inx

On en déduit que pour tout x de ]0,1] v'(x) existe et v'(x) = (Loxf

In(1+ x 1 . _ 1In(1+x
Comme on a % ;1 et que _[O dx converge, on en déduit que I’intégrale .[O%x est
convergente.

1
Comme on a pour tout x de ]0,1] ‘ﬂ—); <|inx| et que I'intégrale .[O|In Xjdx converge (=1), on

. __ 1
en déduit que I’intégrale jollrjr—);dx est convergente.

Inx

1
Ona:V(X)=2] Inx dx
(X)=2], (1+x)?
Onpose: u=Inxet dv=———-dx ;onaalors du=— et v= —In(1+x),d’ou:
| q InxZd | q dx xInx | dol
(1+x) X 1+x
1
[ x(Inx)? 1 Inx In(1+x)
V(X)_Z{ Trx —Inxln(1+x)} _ZIO[m_T dx

0
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Ona:

XILT[X(LX)Z}: lim (x(ln X) ) =Oet lim (Inxln(1+ x))= lim (xInx)=0

1+ X x—0, x—0 x—0,

car In(1+x) ~x.

On en déduit que le terme entre crochets est nul et :

v(x):z[j:wdx [(anx dx}

0l+
2. b/ Onpose | = InXd

Dans la premiere intégrale on pose u = In(1+ x) et dv =d—):(.

n(1

Oon obtlentj LGP x=[In(1+x)Inx], jm—xdx_—l car lim (In(1+x)lnx)=0 (Cf. ci-

dessus).
Onadonc V(X)=-4l.

B/ Calcul des valeurs de | et de V (X)

1. a/ Ona:
VXER 1-X""=(1-x)(1+X+...+X")
WER 1= (—x)"" = (14 x) (1= X+ (X))

()"

1+X

1 k n
n n+1

vxeR} 1'1—);:2(—1)'( X" Inx+(—1”+1)X1TIQX
k=0

donc aussi, en particulier, pour tout x de |0,1].

1. b/ VkeNet ¥xel0,1] ‘xk In x‘§|ln x| et f01|ln x|dx converge.

1
donc Vk € N fo x“Inxdx est convergente (on note I, sa valeur).

Onpose: u=Inxet dv=x“dx.
On obtient alors, pour 0 <e <1,

1
x*n x

ok . 1 Lok
Ik(e)_fEx Inxdx = 1 k—{—lstdX
€k+l In€ Xk+l ! €k+1 |n€ €k+l 1
Skl (k1P| KHL (k41 (k1)
Comme on a [ing(5k+1 In 5) =0 on en déduit :
: 1

I, =liml, (e)=—
k 0 k( ) (k+1)2
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n an+l|nX
1. ¢/ Onapourtoutn: I—lgo(—l)klk :J; T x dx| d’aprés I1.B.1.a/.
Pour tout x de ]0,1] ona:
n+1
X Inxgx”“|lnx|
1+x
On en déduit :

1
1-> X"Hinx|dx| =—1, ,=——
R A

c’est-a-dire :
n
1
vneN [I-S (=11, |<
§< Sl (n+2)°
On en déduit, par passage a la limite :
n
lim [1 = > (=2) 1,|=0
n—oo o
donc
0 0 _ 50 _1)k+l 5 (_1)k
T S TERT NI o VT e S o =
2 =2 )(k+1)2 kzg(kﬂ)z 2w

La série Z = est donc convergente, de somme égale a I.
k=1
TR < | . X X .
2. On rappelle que la série ZF est convergente, de somme égale a % (Cf. (**) a la fin du
k=

probleme).
On peut écrire ; Vne N*

2n n n
1 1 1
E:_zz +
k=1
2

n 1 n 1 n 1
= =
k=1 =1 (ZI) -1 (2| —1)
On obtient ces deux égalités en séparant les termes correspondant aux entiers pairs de ceux
correspondant aux entiers impairs ; les sommes étant finies on peut commuter les termes de ces

sommes.
En faisant la somme membre a membre, on obtient :

>V 25k

k=1

et:

2n n
soit encore : (_1)ki=12i_zi

et en passant a la limite :

d’ou la valeur de la variance de X : V (X ) ==

o0

L. k 1 . . s

Remarque : la série Z(—l) el est finalement absolument convergente mais nous n’avons pas eu
k=1

a utiliser cette propriété.
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(*) Rappels
X . Inx

Onadmet VaeR |im —=0, Va>0 Iim

X—+0 @ X—>+0 X

divergente pour « <1.

Enfin on admet, pour les fonctions positives, les régles de comparaison et des équivalents pour la
convergence d’intégrale en +oo.

On peut montrer la régle de Riemann :

Si f est une fonction numérique localement intégrable sur [a, +oo[ (a>0)etsi

a

=0, J'lwd—f est convergente pour o >1,
X

Iim(x“ f (x)):l (IeR) alors _[ x)dx est absolument convergente si « >1 et divergente si o <1
X—>0
et 1£0.
s o xP . X/ x*P
On en déduit: VgeR j —dx converge (car VBeR Va>1 limx“—=Iim =0) et
1 X X—>00 et xow g
©nx In x In x
vp>1 L x_ﬁdx converge (car Va e |i, 4] x“ﬂ.lx X—ﬂ_xlwxﬂ—a_O).
Deplus Vg <1 .[Ooln—;(dx diverge.
On a évidemment des propriétés analogues pour une intégrale impropre de la forme _[ dt avec

beR, b>a et f définie et localement intégrable sur [a,b[. L’intégrale J'abd—x)a est convergente
—X

pour a <1 et divergente pour « >1. La régle de Riemann s’énonce alors :

Si Iing(b—x)a f(x)=I (IeR) alorsf x)dx est absolument convergente si o <1 et divergente si
X—>
a>letl=0.
. 0 1 72_2
(**) Rappel de la preuve du résultat 2—2 :—

:l
Soit f la fonction définie sur R, périodique de periode 27 ettelle que f(x)=x* pourtout |x|<7.

Cette fonction est continue et dérivable par morceaux, donc partout égale a la somme de sa série de
Fourier.

On obtient, pour |x|< 7 :

Pour x=7 ona:

n=1 n
et pour x=0 on retrouve :
5 (<) _ =
~ n? 12
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