Préparation au Capes de Mathématiques

Probabilités - Probléme sur les médianes - Correction
Préliminaires

Soit X une v.a.r. de type 1 et F' sa f.d.r..
On pose, pour tout n de Z, p, = P(X =n) et P, =), ., Dn-
Ona:} ,pn=1etVzeR F(z) =3, s Pl niap(x) (ou I, désigne indicatrice de I'ensemble A).
La f.d.r. F' est une fonction en escalier, croissante, positive, continue a droite en tout x de R, & valeurs
dans [0, 1] et telle que lim,_,_ o F'(z) = 0 et lim, o F(z) = 1.

Soit X une v.a.r. de type 2, de f.d.r. F et de densite f.
Ona: [T f(z)dz = [ f( dx—letheRF =["_ft)
L’intervalle fermé I n’est pas réduit a un smgleton, on note ]a, b[ avec (a,b) € R%, a < b, intérieur de I,
alors Vz €]a, b], F est dérivable en x et F'(x) = f(x) > 0. F est donc strictement croissante sur |a, b[. On
a de plus lim,_,, F(z) = 0, lim,_,;, F(z) = 1 et F continue sur R, c’est-a-dire, Vo € R, P(X = z) = 0.
Etant continue et strictement croissante sur |a, b[, F' définit une bijection de Ja, b[ sur ]0, 1[.

I.1. Soit X une v.a.r. de type 2.
Sa f.d.r. F étant continue sur R, on a: M(X) ={m e R;F(m) = 1} = F~'({3}).
F réalisant une bijection de ]a, b[ sur ]0, 1], il existe un unique élément mq de |a, b vérifiant F(mg) = % ;
de plus, si ’ensemble R\]a, b] est non vide, F' est nulle ou égale & 1 sur cet ensemble. L’ensemble des
médianes M (X) est donc réduit a un singleton.

1.2. Soit X une v.a.r. de type 1 et F' sa f.d.r..
Montrons que 'ensemble A = {m € Z; F(m) > 3} admet un plus petit élément. On a : lim, .o F(z) = 1
donc il existe 21 € R tel que Vo € R, > 21, F(z) > % L’élément [z1] + 1 appartient & A donc A est
non vide. On a : lim,_, o F(z) = 0 donc il existe 2y € R tel que Vo € R, z <z, F(z) < % L’ensemble
A est minoré par . Le sous-ensemble A de Z non vide et minoré, admet donc un plus petit élément,
que ’on note my.

Supposons que l'on ait : F(mg) > % ; montrons M (X) = {my}.
La f.d.r. F étant constante sur tout intervalle de la forme [n,n + 1], n € Z, et mo étant le plus petit

entier m tel que F(m) > 3, on a, d’une part : Vo < my, F(x) < F(mg — 1) < 1 donc z n'est pas
médiane, d’autre part : Vo > mg, limy_,_ F(t) > F(mg) > donc x n’est pas medlane Enfin mq est

médiane car lim,_..,, F(z) = F(mo—1) < 3 et F(mq) > 1
Supposons que P'on ait : F(mg) = % ; montrons qu’il existe un entier strictement positif n tel que

“1({3}) = [mo, mo + nl et M(X) = [mg, mo + nl.
Si F(mg) = 1, alors le sous-ensemble B = {m € Z;F(m) = 1} de Z est non vide (car contenant my)
et, en utilisant le méme argument que précédemment, borné. Il admet donc un plus petit élément qui
n’est autre que mq (car B C A et que le plus petit élément de A appartient & B) et comme plus grand
élément un élément que 1’on peut écrire mo +n — 1 (avec n € N*). La f.d.r. F étant constante sur tout
intervalle de la forme [k, k + 1[, k € Z, on a donc : F~1({3}) = [mo, mo + n.
Tout élément de ]mg, mo + n| est médiane car F est continue et égale a  sur cet intervalle;
mg est médiane car lim, () F(x) = F(mg — 1) < 1 et F(mg) = %
mo + n est aussi médiane car lim,_ (;mo1n) F(z) = F(mg) = % et F(mg +n) > 3.
Soit @ > mg + n, alors limy_.,_ F(t) > F(mg +n) > 1 donc z n’est pas médiane.
Soit @ < my, alors F(x) < 3 donc z n’est pas médiane.
L’ensemble des médianes est M (X) = [mg, mg + n].

I.3.a. X suit la loi de Bernoulli de parameétre p (avec p €]0, 1]). Alors F(z) =0siz <0, F(z) =1—p
siz €[0,1], F(z) = 1si > 1. On en déduit : M(X) = {1} si p > 1, M(X) = {0} si p < 1,
M(X)=[0,1]sip= 4.

1.3.b. X suit la loi binomiale B(n,1/2) (avec n € N*). On a alors :
Ve e R, F(z) = ZZ;S Pl ga((z) + Iy o[ () avec P, = Zf:o (") o
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Deux cas se présentent suivant la parité de n.

Si n est pair : n = 2r, avec r € N* alors, en utilisant I'égalité (7) = (,",), pour i = 0,...,r

F(r) =Yz (?)2%‘ - Z;l:r (?)2% = %(Zizo (1)27 + Zj:r ( ) ) = %(1 + (2;;))
On a donc : F(r) > % et F(r—l):F(r),@f%(lf (:)) <1

on T on 2"
L’entier r est le plus petit entier vérifiant F'(r) > %, il s’agit de I’'unique médiane de X d’apres 1.2.

Si n est impair : n = 2r + 1, avec r € N, un calcul similaire au précédent montre que l'on a F(r) =
et F(r+ 1) > 3. On déduit de 1.2. que I'ensemble des médianes est alors [r, r + 1].

N

n_l ntl] i est impair.

En conclusion : M(X) = {5} si n est pair, [*5=, %3

I.3.c. X suit la loi normale centrée réduite N(0,1). II s’agit d’une v.a.r. de type 2. L’unique médiane

z? .
est le réel m vérifiant F(m) = \/% finoo e~ zdr = %, c’est-a-dire, 0.

1.3.d. X suit la loi exponentielle de parameétre A (avec A € R* ). Il s’agit d’une variable de type 2.

. L 1. , L. m _ _

L’unique médiane est le réel m vérifiant F(m) = [ Ae™*dz = 3, c’est-a-dire, 1 — e™ ™ = 1, C’est-a-
. In2

dire, 5=.

1.4. Si a = 0, alors aX = 0 de loi de probabilité la mesure de Dirac en 0. Il est aisé de vérifier que
l'unique médiane est alors 0. Il s’agit de 'unique élément de 'ensemble {Om;m € M(X)}.

Si a # 0, que a soit strictement positif ou strictement négatlf on a la suite d’ equlvalences
m' € M(aX) < PlaX <m') < % <PlaX <m)e PX< —) < <P(X < m’ o) & ¢ MX) <
Ime M(X)m'=am < m' € {am;m e M(X)}

Pour tout a de R, on a :
meM@a+X)ePla+X<m/)<i<Pla+X<m)s
PX<m -a)<3i<PX<m-a)em-—aeMX)e3Ime M(X)m' =a+m &
m' € {a+m;me M(X)}

1.5. Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes et de méme loi de Bernoulli de paramétre % Alors X +Y
est une v.a.r. de loi binomiale B(2,3), et d’aprés la question 1.3. on a : M(X) = M(Y) = [0,1] et
MX+Y)={1}.

L’ensemble des médianes de X + Y n’est pas égal a I'ensemble {m +m’;m € M(X),m' € M(Y)}

(: [072])'

1.6. Soit X une v.a.r. de loi de Bernoulli de paramétre p avec p 6}%, 1[. On a alors E(X) = p et
M(X) = {1} donc E(X) ¢ M(X).

L7.0n a: 1 =1Ix>m + [x<m donc, par linéarité de 'espérance :
0*(X) = E(X — E(X))) = B((X — B(X))Txsm) + E(X — E(X)Iix <)
Le deuxiéme terme de I’égalité précédente étant positif, on en déduit : 0%(X) > E((X — E(X))*I[x>m])-
On procede de fagon analogue pour montrer : 0(X) > E((X — E(X))?[x<m)), d’ou le résultat.

1.8. Supposons m > E(X).
Alors, si X (w) >m, on a (X(w) — E(X))? > (E(X) —m)? et donc :
0*(X) = E((X — B(X))?) = B((X - E(X))Iix2m) = B((E(X) — m)?Tjx5m) =
(E(X) —m)?P([X >m]) > 1(E(X) — m)? puisque, m étant une médiane, on a :
P(IX > m]) = 1 — P(IX < m]) > 1.
On a montré o%(X) > 1(E(X) — m)? et donc le résultat.
On reprend une démonstration similaire dans le cas m < E(X).



Partie 11

II.A.1. Montrons la propriété par récurrence sur n.
Pour n=1,0on a: fo/\ e Txdr = [—e 2]} + fo)\ e~%dx =-Xe A —e A +1=1-P(\).
Soit n € N*; supposons ’égalité : 1 — P,(\) = % fo)\ e~ Tx™dx vérifiée.
On a al(/)\rs : \ \
7(7#1)! Jo e antde = 7(n+11)!([—e_1$"+1]8+f0 (n+1)e~*z"dz) = 7(n+11)!(—e_)‘)\”+1)+% Jy e x"d.
Or, ce dernier terme est égal, en utilisant I’hypothése de récurrence, a 1 — P, (\).

PR A _ n+1

On en déduit : ﬁ Jo e artlde =1—P,(\) —e ’\m =1—=Pr1(N).
On a donc montré que l'égalité est vérifiée pour tout n de N*.

II.A.2. On a, en posant z = n(1 — )
l—Pn(n):%fon - "dx—nif n"(1 — u)"ndu
dott 1 — P,(n) = Le ™t [H(e(1 — u))”du =e 2L,
Par ailleurs, Vn € N*, la fonction définie par I'intégrale IL.A.1. est dérivable sur R (car la fonction

a intégrer est continue sur [0, A]) et vérifie : P, (\) = fe”‘%.

I1.A.3. Pour tout z de ]0,1[, U est continue et dérivable comme composée de fonctions continues et

’ 2 — — . . el
dérivables et W' (z) = 2=~ 4'(?(_130)”;)31“(1 2) . Le dénominateur est strictement positif sur ]0, 1].

Notons ¥y Papplication sur |0, 1[ définissant le numérateur ; ¥, est dérivable sur ]0, 1[ et Vz €]0, 1[, ¥ (z) =
—2(x 4+ In(1 —z)) > 0.
Donc U; est strictement croissante sur |0,1[ et, comme lim, ,o ¥1(z) = 0, on en déduit que ¥; est
strictement positive sur |0, 1[ et que U est strictement croissante sur |0, 1[. Etant continue et strictement
croissante sur ]0, 1[, U définit une bijection de |0, 1] sur |lim,_,o ¥(z),lim, o ¥(z)[.
Il est aisé de vérifier : lim,_,; ¥(x) = 400 et, en utilisant I’équivalent au voisinage de 0 : —x —In(1—x) ~
L, ona:lim, o ¥(z) = 1.
L’application ¥ définit donc une bijection croissante de ]0, 1] sur ]%7 ool et, en utilisant le prolongement
par continuité en 0, ¥ est une bijection croissante de [0, 1[ sur [$, ool.

I1.A.4. On vérifie : Vx €]0, 1], e~ ¥(@) = (1 —z)e®, donc : Vn € N*, I,, = limg_ foa((l —x)e®)"dx =
limg_q foa e~ V(@) gy = fol e~ V(@) g

Comme on a : Vz €]0,1[, U(z) > %, on en dedult Yz €]0,1],e —na® () < e’”%, et, la fonction a inté-

grer étant positive, I, < fol e Y dx < fo e‘"T dr = | /% (on reconnait la densité de la loi normale
centrée de variance 1/n).

ILA.5. Soit o €]0,1[ et § = U"1(53;). On a: Vn € N*, I, > fo e~ =" V(@) dg car la fonction A

z2
intégrer est positive. Comme on a : Vx €]0,6[, ¥(z) < P on en déduit : Vn € N*, I, > f06 e "2z dr =
N

u2 T . . .
T Jo© e T du (en posant u = \/nZ,) d’ou la premiére inégalité.

VEs 2
Pour tout o de 0, 1], @ appartient a |\/nd,+ool et [ 7 e~ T du > fo‘/m *Tdu d’ott la deuxiéme
inégalité.

I1.A.6. On déduit des inégalités précédentes :

vns 2n
Vo €]0,1[,¥n € N*, ¢ / e zd —I, <1.
s

Le premier membre converge vers o lorsque n tend vers l'infini. On en déduit :

2
Vo €]0,1] o<hm1nf\/ I <hmsup\/—nIn§1.
n—oo n—oo v

2n

En faisant tendre o vers 1, on peut donc conclure que lim, o \/ 5+ 1, existe et est égale & 1, d’ou la



premiére équivalence. On en déduit la deuxiéme :

nhtl N I N )
D p~e T D e T
n! n! 2n n! 2

1-P,(n)=¢e""

I1.B.1. Montrons par récurrence sur n, (n € N*) que S,, suit une loi de Poisson de paramétre n.
Supposons que la propriété est vraie & ordre n — 1 (avec n > 2) et montrons la propriété a ’ordre n.
Les v.a.r. Xy, ..., X,, étant indépendantes en probabilité et a valeurs dans N, les v.a.r. S,,_; (somme de
X1, ..., Xn—1) et X, sont indépendantes en probabilité et a valeurs dans N.

On peut alors écrire :

k
VkEN, [S, =k] = U ([Sn—1=1] m[Xn =j])= U([Snfl =1 ﬂ[Xn =k —1]),
{(4,5)eN?; it j=k} i=0
réunion finie d’événements deux a deux incompatibles, d’ou :
k k
P([Sy=k) = P([Suc1 =ilN[Xy =k —i]) =Y  P([Sn_1 = i) P(X, =k — 1)),
i=0 i=0
en utilisant I'indépendance en probabilité des v.a.r. S,_1 et X,,.
On a alors :
E ; E
-1y 1 1 k - nk
P = — —(n—1) (TL —1 B Nl 1) = e
Vk e N, P([S,, = k]) ;e T =) e k!izz:o ; (n—1)Y=e x

par la formule du Binome.

On a montré que, si S,,_; suit une loi de Poisson de paramétre (n — 1), alors S, suit une loi de Poisson
de paramétre n.

En particulier, pour n = 2, on a montré que si S7 suit une loi de Poisson de paramétre 1 alors S; suit
une loi de Poisson de paramétre 2.

11 suffit donc de vérifier que S; suit une loi de Poisson de paramétre 1 pour avoir montré que la propriété
est vraie pour tout n de N*.

Comme on a S; = X7 et X; suit une loi de Poisson de paramétre 1 par hypothése, la propriété est vraie
a Pordre 1 et la démonstration par récurrence est terminée.

II.B2.On a:

Vn € N*, Py(n) = 3" P([S, = k) = P([S, < n]) = P([(S, —n) < 0)) = P([S"ﬁ”
k=0

La v.ar. (S, —n)/y/n est la v.ar. de Poisson S,, centrée réduite, mais aussi la moyenne des v.a.r.
X1, ..., X, centrée réduite.
Le théoréme de la limite centrée permet d’écrire que la suite ((S,, —n)/+/n) converge en loi vers une loi

normale centrée réduite (c’est-a-dire, v € R, lim, oo P([(S, —n) < z]) = = [T e™ 7 du).

La loi normale centrée réduite ayant 0 comme unique médiane, on en déduit : lim, . P,(n) = 5.

I1.B.3. En utilisant les résultats des questions I1.A.6 et I1.B.2. on a I’équivalent & Iinfini :
n! ~ v2mn(2)" (on retrouve la formule de Stirling).

II.C.1. En utilisant la définition de P, et le résultat de la question II.A.2., on vérifie aisément que
l'ona:VneN, n>2 VAXeR:, P,()\)+ P.(A) = P,_1(\).

I1.C.2. On applique la formule de Taylor entre n — 1 et n a la fonction P, (de classe C*° sur R ) :
30, €]0,1[, Po(n) = Py(n— 1)+ Py(n — 1)+ 1P, (n — 1 +6,),
soit, en utilisant le résultat précédent :
30, €]0,1[, Po(n) = Pooi(n — 1)+ 2P (n —1+6,).
On déduit de I'expression de P, (ILA.2.) :
VAER,P,(\) = e’/\%()\ —n) > 0 sur |n, ool



Comme on a : n — 146, <n, on en déduit P, (n —1+86,) <0 et P,(n) < P,_1(n—1).
La suite (P,(n)) est strictement décroissante.

I1.C.3. On applique la formule de Taylor entre n — 1 et n a la fonction P,,_; :
30, €]0,1[, Po—1(n) = Pooi(n—1)+ P, _1(n—1)+ 1P, _(n—1+6,,).

En utilisant le résultat II1.C.1. et le fait que, d’aprés le calcul précédent, P, | est positive sur Jn— 1, 00|,
ona: 30, €0,1[, Py_1(n) = Poa(n — 1)+ 1P, _(n—1+06,) > Py_a(n—1).
La suite (P,—1(n)) est strictement croissante.

I1.C.4. La suite (P,(n)) est strictement décroissante, la suite (P,_1(n)) est strictement croissante ;
pour montrer que ces deux suites sont adjacentes, il suffit & présent de montrer : lim, . (P, (n) —
P,_1(n)) =0.

On a, en utilisant IT.C.1., ITLA.2. et ILB.3. : Py(n) — P,—1(n) = —P,(n) = &1~ ~
On en déduit le résultat.

IL.C.5. La suite (P,(n)) est strictement décroissante et converge vers 1, la suite (P,_1(n)) est stric-
tement croissante et les suites (P,—1(n)) et (P,(n)) sont adjacentes
On en déduit que la suite (P,_1(n)) converge aussi vers 1 et on a :
YneN* n>2 P,_1(n) < % < P,(n).
Or, si X suit une loi de Poisson de paramétre n, (n eN*),ona: P,(n) =P(X <n])et P,_1(n) =
P([X <n—1]) = P([X <n]). On en déduit : P([ ]) <i<P(X <n).
La f.d.r. de X est donc strictement inférieure &  sur ] — oo, n[ et strictement supérieure a % sur [n, ool.
On en déduit, en utilisant 1.2. : M(X) = {n}.

Partie 111

III.1. On pose ¥ = X — E(X). Il s’agit évidemment d’une variable centrée et, dans chacun des
trois cas, il est aisé de vérifier V(Y ) = V(X) = 1. En effet, pour a) V(X) = 1 par hypothése, pour b)
E(X) = V(X) =1, pour ¢) V(%) = % donc V(X) =

II1.2. Si k = n, alors T,, — T}, = 0, v.a.r. constante égale a 0, de loi de probabilité la mesure de Dirac
en 0. Elle est donc de type 1 et il est aisé de vérifier que 0 est 'unique médiane.
Supposons k # n. On a alors Ty, — Ty = Y50y Xn — EQCp_piq Xn)-

Cas a. X suit une loi normale centrée réduite, les v.a.r. (X;);=1,. ., étant indépendantes et identi-
quement distribuées (i.i.d.) comme X, Y7, | X} suit une loi normale de moyenne 0 et de variance
n—k.

On en déduit : T;, — Ty, = ZzzkH Xy =+vn—kZ avec Z v.a.r. de loi normale centrée réduite.
Il s’agit donc d’une v.a.r. de type 2 et, en utilisant 1.3.c. et .4, on en déduit que 0 est (la seule) médiane
de Tn — Tk.

Cas b. X suit une loi de Poisson de paramétre 1, les v.a.r. (X;);=1,.. , étant i.i.d. comme X, on
déduit de II.B.1. que ZZ:k+1 X}, suit une loi de Poisson de paramétre n — k.
Il s’agit donc d’une v.a.r. de type 1, de méme que T;, — T}, = ZZ:,CH X — (n—k). On déduit de II.C.5.
M(ZZ:%L1 Xp)={n—k} et de 1L4. M(T, — Ty) = {0}.

Cas c. X/2 sult une loi de Bernoulli de parametre , les v.ar. (X;)i=1,..n étant i.i.d. comme X, on
en déduit que 5 Zh kil Xh sult une loi binomiale de parametre n—ket 1 , donc d’espérance mathé-

matique 2%, de variance 27%, et, en utilisant 1.3.b. d’ensemble des medlanes {255} sin — k est pair,
[a=k=l n— k“] sin—kest 1mpa1r.

Lavar. T, — Ty =Y ;_;.1 Xn — (n— k) est & valeurs dans Z; elle est donc de type 1.

En utilisant successivement les deux propriétés de L4. on a: M3 ;. X») = {n —k} si n — k est
pair, [n —k —1,n—k+1] si n — k est impair, enfin : M(T,, — Tk) = {0} si n — k est pair, [-1,1] sin—k
est impair. Dans les deux cas, 0 est médiane.

IIL.3. Soit (k, k') deux entiers vérifiant 1 < k < k' < n. Montrons Qj N Qg = 0.
Soit w € Qi NV, w vérifie Ty (w) < max{Tj(w),j < k'} <z car w € Yy et Ty(w) > x car w € Qy, ce



qui est contradictoire, donc Q5 N Qyr = 0.

Montrons Up_,Q = [max{T};j < n} > z].

Soit w € UP_;Q, Tk € [1,n],w € Q, et Ty (w) > = donc max{T};(w);j < n} > z.

Réciproquement, soit w € max{T;;j < n} > «|, 3] C [1,n|,Vk € I,Ti(w) > z. Soit ko I'élément
minimal de I, alors Ty, (w) > z et Vj € [1,n]j < ko, T;(w) < z, c’est-a-dire, w € Qg, C UZ_; Q.

IIL4. (i) Soit w € [T}, — T} > 0] N Q, montrons T, (w) > z. On a T, (w) > Ti(w) > z car w € O
d’ot le résultat.
(ii) Soit w € [T), > x + ] N N [Y) < €], montrons Ty (w) < T, (w). Comme on a : w € O et Yi(w) < ¢,
on en déduit T (w) < z et Ti(w) = Thp-1(w) + Yi(w) < x + ¢, et comme on a T,,(w) > = + € on en
déduit : Ty(w) < T (w).

IIL5. Pour la deuxiéme inégalité, on a : [T, > z] C [max{T;;j < n} > z| = Up_,Q donc
[T, > x] = UR_, ([T, > x] N Q) et ces événements sont 2 & 2 incompatibles.
On a donc : P([T;, > z|) = > _, P([T, > ] N Q).
En utilisant (i), on obtient : P([T}, > z]) > >_p_, P([T, — T} > 0] N Q).
Comme (), est fonction des T}, j < k, et T, — T}, est fonction des T}, j > k, ces deux v.a.r. sont indé-
pendantes en probabilité et on peut écrire :
P((T, > x)) > Sy P(To — T > 0)P(Q%).
Enfin, 0 étant médiane de T,, — Ty, on a P([T,, — T > 0]) =1 — P([T,, — T} < 0]) >
Sorey P(Q) = P(Up_, Q) = P([max{T};j < n} > z]), on en déduit :

P([T, > z]) = > P([T,, — Ti, = 0] N €,) > 1 P([max{T};j < n} > a]).

% et, comme on a :

Pour la premiéme inégalité, on a :
Ty > +2] C [To > o] € U Q% = Up_ {9 N (Y < £] UV > ])}.
Onadonc: [T, >z +el=U_{[Tn >+l NN (Y <e]JUUL_{[Tn >+ NN [Yr > €]}
Les événements dont on écrit la réunion sont 2 & 2 incompatibles, d’ot :
P, >z+e))=> 3 P(T,>z+elnQnYi <e))+ > P(T, > x4+l Ny N[V, > e]).
En utilisant (ii) pour le premier terme et une majoration évidente pour le deuxiéme, on obtient :
P(T > o +€]) < X5, P(T0 — T > 01 2) + X0, P([Ys > €)).
On conclut comme précédemment : 0 étant médiane de T;, — Tk, on a :
P([T, — Ty > 0)) = 1 — P([T, — T}, <0]) < &,
les événements [T,, — Tj, > 0] et € sont indépendants et on a :
Y opeq P(Q) = P(UR_, Q) = P(Imax{T};j < n} > z]), d’ou le résultat :
([T, > @ +¢) < LP(Imax{Ty:j < n} > 1)) + Xp_, P([Vi = e])

II1.6. Dans chacun des 3 cas envisagés, Y admet un moment d’ordre 4. On peut donc appliquer
l'inégalité de Markov a Y.
Soit 6 € RY.. On a : Vj < n, P([Y; > 0y/n]) < P([| Y] |> 6y/n]) = P([Y}* > 6*n?]) <
Onaalors : 0 <377 | P([Y; > 0y/n]) < E(gf) = E(e’f)l.

n
Le dernier membre est le terme général d’une suite convergeant vers 0.

On en déduit que la suite (Z?Zl P([Y; > 0+y/n]))nen- converge vers 0.

E(Y})
04n2

IT1.7. Appliquons la double inégalité du IIL5. & z = A\\/n et € = 0/n :
P([To > An+0y/n]) = 35y P([Ye > 0y/n]) < 5 P([max{T};5 < n} > A/n]) < P([T, > AV/n)).

Les v.a.r. (Y);en- sont i.i.d. et centrées réduites, et on a T, = > | Y; (donc T}, est centrée et de
variance n) ; on en déduit, par le théoréme de la limite centrale, que la suite de v.a.r. centrées réduites
(%)nEN* converge en loi vers une v.a.r. normale centrée réduite.

Si on note F,, laf.d.r. de % et F'laf.d.r. delaloi normale centrée réduite, on a: Vy € R, lim,, o F1,(y) =
F(y) et donc aussi, si on pose S, =1—F, et S=1—F :Vy € R, lim,_,o Sn(y) = S(y).

Le premier membre de la double inégalité converge donc (en utilisant I11.6.) vers S(A+6) et le dernier

membre de la double inégalité vers S(A). On en déduit, en posant : H,(\) = P ([max{T};j < n} >

A o
V(A 0) € (R%)?, S(A+0) < liminf H,(\) < limsup H,(\) < S(N).

n—0oo n—oo



En faisant tendre 0 vers 0, application S étant continue, on peut conclure que la suite de t.g.
2 P([max{T};j < n} > Ay/n]) est convergente de limite S(\) d’ou le résultat.

II1.8. On remarque que, pour A = 0, la limite est égale & 1. On en déduit que, si A < 0, on a :
lim, o P([max{T};j < n} > Ay/n]) = 1.



