Marches aléatoires - Binome généralisé - Correction

[. Bindme généralisé
Notons tout d’abord que, dans le cas ol « appartient a N, (Z) n’est autre que le coefficient

binomial classique.
1) On a: Va € R,Vn € N*

< a >+<a> _ [a(a—1)...(a—n)]+%[a(a—1)--~(a_”+l)]

n—+1 n (n+1)!
B (nil)![o‘(o‘_1)"'(a—”+1)][(a—n)+(n+1)]
= (nil)![(a +Dafa—1)...(a —n+1)]

_ a+1
N n+1
et, pour n = 0, I'égalité est encore vérifiée.

2) ler cas : (o, ) € N2
Il s’agit alors de la formule de Vandermonde, connue sur N2, Pour la démontrer, pour n € N
considérons les deux polynémes de degré inférieur ou égal a n :

a+i
(X + 1) =3 <aj;ﬂ)X” et
n=0

e = 3 (9 xnss (e =SS (5 (7 )

k=0 j=0 n=0 k=0

Le polynome : (X +1)*+° — (X 4+ 1)*(X +1)” étant le polynome nul, ses coefficients sont nuls,
ce qui, avec les conventions habituelles sur les coefficients binomiaux ((z‘) = 0 pour k > «),
conduit & la formule de Vandermonde pour (a, 3) € N2.

2éme cas : (o, 3) e Rx N

Soit n € N; considérons le polynome :

Py(X) = (X:ﬁ) —kio(if) (n€k>

1 s’agit d’'un polynome de R(X), de degré inférieur ou égal & n qui s’annule, d’aprés le cas
précédent, en tout point de N. C’est donc le polynéme nul et on en déduit :

e (7)), )

3éme cas : (o, ) € R?
Pour des raisons de symétrie, la formule de Vandermonde est aussi vérifiée pour tout («, 3) €
N x R. Soit (, 8) € R%. Considérons de nouveau le polynéme :

Py(X) = (X:ﬁ) kZ;(ij) (n€k>

1 s’annule en tout point de N d’apres le deuxiéme cas appliqué a (o, 3) € N x R. 1l s’agit du
polynéme nul et la formule de Vandermonde est donc démontrée dans le cas général.



3) a) Soit k € N*, on a :
1 _1\k _ _1\k 2k
( 2) =Lyl (-l k-1)= ( kll) 1.3..(2k—1) __ (=1)" (2k)! _ (—1)F (2%) ot

k k! 2 2 2 2k k12k 2K k! o
1 —1)k=11.3...(2k—3 —1)k—1 1.3...(2k—1 1)k—1
(3) = A = Deld — (k- 1)) = EYT L300 _ a8 eoh) _ 0 ()

Ces égalités sont encore vérifiées pour k£ = 0. On a donc montré :

Vk € N, (j) = (—1)’9(22]2513 et (/%) (2k)—1) W

b) Soit n € N. On peut écrire, en utilisant 3) a) :
=~ (2K (2n — 2k a koot [ —5 Ceeomon [ —1 pom 3\ [ L
= —1)%2 2 ) (1) Fk92n 2 — (—1)92n 2 2
k=0 k=0 k=0

soit, en utilisant la formule de Vandermonde :

zn: (2:) <2Z } 2k> = (—1)"2%" <_n1> — (_1)n22n(—1)(—72l!)...(—n) e

k=0
2k\ (2n — 2k on
VnéNZ( )( k>_2

4) a) Soit a € R et u € [0, 1], la fonction f,, : t — (1 + ut)® est de classe C*° sur [0, 1]. On
peut lui appliquer la formule de Taylor en 1 & un ordre quelconque.
Comme on a :

c’est-a-dire :

Vk e N, fF@) = ala—1)...(a — k+ DuF (1 +ut)*F = (g) kP (1 + ut)>=k
on en déduit
(k) = @ I (n+1) — @ 1, nt1 a—n—1
f27(0) <kz>k u®, et fiV(t) (n+1>(n+1). u" (1 + ut) .

On peut alors écrire :

VneN, f,(1)=(14+u)*= Zn: (z)uk + v, avec

k=0
1 1

Up — — 1
n:Jo

(1 =)@ dt = (n+1) (n i 1>u”+1 /01(1 + ut)* (1 — )"t

Montrons lim,— v, = 0. On aura alors montré :
= [«
1+u)= u®.
(=3 (7)

Pour n suffisamment grand on a @« —n+1 < 0 et comme u appartient a [0,1[ et £ & [0,1], on a
T+ut>1et0< (1+ut)* " <1, ce qui permet de majorer |v,| :

1
n| < 1u" ! . / 1—t)"dt < Dt @ = 8.
ol < k00 ) [ amorde< ey )1



Si « est entier positif, alors, pour n suffisamment grand, s, est nul et v, aussi.
Sinon, on a :

1 ¢ —n—1
Sntl _ N ¥ u|("22)|:u‘a i ‘,donc limM:u<1.
Sn n-+2 \(n+1)| n+1 n—oo Sy

La régle de d’Alembert permet de conclure que la série de terme général s, est convergente et
donc la suite (s,) converge vers 0 lorsque n tend vers 'infini. Il en est donc de méme de v, et
le résultat est prouvé.

b) Soit a € R et u € [0,1[; la fonction g, : t — (1 — ut)® est de classe C*° sur [0,1]. On a :

Vk eN, g (t) = afa — 1)...(a — k + 1) (—u)F(1 — ut)** = (=1)* <Z‘> k(1 — ut)*F, et

VneN, gu(1) = (1 —u)® = zn: <Z>(—u)k + 1, avec

k=0

rp = (1) (n+ 1) <n:"_ 1) umt! /01(1 —ut)* (1 — )"t

Montrons lim,_,o 7, = 0. Pour n suffisamment grand on a a—n+1 < 0 et comme w appartient
a[0,1[ et t a[0,1], on a

l—ut>1—tet(1—t)"(1—ut)* " 1< (1-0)"1—ut)* (1 —t)"=(1—ut)*

ce qui permet de majorer |r,| :

1 1 1—(1—w)e
|rn] < (n+ 1)u”+1\( @ ) / (1 —ut)> tdt = sn/ (1 —ut)> tdt = snM.
0 0

n+1 uo

On conclut comme précédemment. Si a est entier positif, alors, pour n suffisamment grand,
Sy, est nul et v, aussi. Sinon, on a vu que la suite (s,) converge vers 0 lorsque n tend vers Uinfini.
Il en est donc de méme de 7, et on peut en conclure que 1’on a, pour tout u de | — 1,0] et donc

de] - 1,1], .
T+uwr =" <Z>uk

k=0

c) Soit uw €] — 1,1, on a alors —u €] — 1, 1] et d’apres le résultat précédent :

1 _ 7u_r_1:°° —r—1 7uk:°°7 e b
o= - kzzo( L e S (A
On a : (—rk—l) _ (frfl)(fr;'Q)...(frfk) _ (_1)k(r+k) doit -

Vu €] — 171[»(1_2)7«“ - i <T+k>uk - i <i)u3

r -
k=0 j=r

Pour x €] — 1,1], on a 22 € [0, 1] et, par 4)a) ou 4)b), on a :

(=Y (—,f) (e = 1) (‘j)ﬁk,

k=0



ce que l'on peut écrire, en utilisant le 3)a)

De méme, pour z €] — 1,1[, on a :

(1-2%)7 = i <l%> (—a?)* = ki(_l)k </%>x2k - _go 2/{1— 1 (2:) ;Cz: - _,i 2k1— 1 (2:) (:f)k‘

k=0

II. Premiére marche aléatoire

1) Soit S; la v.a. prenant la valeur +1 avec la probabilité p et la valeur —1 avec la probabilité
¢g=1—p.Onaalors X,, =5 1", S;.
On pose : R; = Si H ; R; suit une loi de Bernoulli de paramétre p.
Les v.a.r. (Si)izl,“m etant indépendantes en probabilité, il en est de méme des v.a.r. (R;)i=1,...n
On pose : Y, = 3" | R;; Y, suit une loi binomiale de paramétres n et p et, comme on a
X, =2Y, —n, on en déduit :

Xn(Q) ={2i —n;i € [0,n]} et VE € X,,(2), n + k est pair et

n+k n ntk n—k
P(X, =k)=P(Y, = 9 ):<n+k)p2q2
2

et
E(X,)=2E(Y,) —n=2np—n=n(p—q) et V(X,) =4V (Y,) = 4npq.
On a pour tout n de N*, a,, = P(X,, = 0) et donc agp,—1 =0 et ag, = (2”) (pq)™.

n

2) a) Puisque I'on a : p = 3, on en déduit : as, = (25)22%

D’aprés la question 3)b) de la partie précédente, on a : y (Qkk) (22 ik) = 22" et, par consé-

quent :
& 1 = [2k\ [2n — 2k

k=0

b) On a : ag, = 2% 5273)2, soit, a l'aide de la formule de Stirling :

1 Vamn(2Z)™ 1 1 n(y2n 1 1

76 f— _ .
220 [V2mn(2)m)2 22"/ e’ (2)™ mn

3) 1l ne reste de la série que les termes d’indice pair. La série de terme général uy, = agpz2k
converge pour x € [0, 1[. En effet, on peut écrire, pour x strictement positif :
2k+-2
Ukt+1 _ Q2k+2 2 = pq ( k+1 ) _ x2pq (2k +2)(2k +1)
Uk ask; (% ) (k+1)2
donc limy,_, 4, £ uk = dpqa?.
Or, pour p € [0,1] on a 4pg < 1, si x appartient a |0, 1[, on a donc limg_, o ZH <1, ce qui

assure la convergence de la série (régle de d’Alembert). On a :

vee ol Zam Z (2:)pk a2 Z (2:) (4]?2952)@

k=0 k=0




En utilisant I. 3) ¢) on en déduit :
Vz € [0,1], A(z) = (1 — 4pga?)~2.

4) a) Soit n € N*. Dire que la puce est a 'origine a I'instant 2n entraine qu’elle est repassée
par lorigine pour la premiére fois & I'un des instants 2, 4,..., 2n. On adonc : [ X, = 0] C U}_,To
et [Xon = 0] = U_ ([X2n = 0] N T3y), réunion d’événements deux & deux incompatibles, d’ou :
agn = P([Xon = 0]) = >4y P(Tox) P([Xon = 0]/T2x).

Mais on a : P([X2, = 0]/Ts;) = P([X2n—2k = 0]) car le déplacement de la puce est un processus
sans mémoire, le nombre et le sens des déplacements réalisés entre les instants 2k et 2n, n > k,
ne dépendent pas du nombre et du sens des déplacements réalisés avant l'instant 2k ; étant a
Porigine & l'instant 2k on a bien le résultat annoncé.

On en déduit : ag, =Y 5y tokGon—2k = 2 g t2kG2n—2k (car on a posé to = 0).

b) Soit z € [0,1], la série de terme général t,z* (ol ne subsiste en fait que les termes d’indice
pair) est convergente puisqu’elle est & termes positifs et majorée par la série de terme général
tx, convergente de somme inférieure ou égale a 1. En effet, Y .~ ¢ est la probabilité que la
puce repasse par l'origine.

Pour x € [0, 1[, on peut écrire : A(z) = S 70 agex? et T(x) = Y35, taxx?*. La série produit
de Cauchy de ces deux séries convergentes est alors convergente :

0o 0o 0
Vx € [O 1[ Zagj )(Z t2k$2k) ZZGth2k$2j+2k.
k=0 =0 k=0

On pose 27 + 2k = 2n et on réordonne les termes :

A@)T () =D O asn-owtor)a™ =Y (O agn—oktar)z™
n=0 k=0 n=1 k=0

puisque, pour n = 0, on a tp = 0. En utilisant 4) a) on en déduit :

o0
Vo € [0,1], Ax)T(x) =) aga®™ = A(z) — 1.
n=1
¢) On peut écrire, pour z € [0, 1], T'(z) = ) =1—+/1 —4pqx?. Cette égalité est encore

vérifiée pour x = 1 puisque, la série deﬁmssan T'(x) étant convergente pour x = 1, la fonction
T est continue en 1.
11 suffit alors de développer T'(z) en utilisant la formule du bindéme généralisé, ce qui donne :

— (3 NS 2EN\ &k ok

T(x) = — 2 ) (—4 = —_

(x) Z(k)( pqr”) sz_l(k>pq:r
k=1 k=1

En admettant I'unicité d’un tel développement en série, on en déduit :

k Kk
« gt (2K
VkeN’t%_W{—l(k‘).

d) On a, en notant 7" I’événement "la puce repasse par l'origine"
o0
=Y b =T(1)=1—\/T—dpg=1-/(p+q)> —dpg =1—/(p — q)?
k=1

soit P(T') =1 — |p — q|. Cette probabilité vaut 1 si, et seulement si, p = ¢ = % La puce repasse

presque stirement par 'origine si, et seulement si, p = q = %

5



II1. Deuxiéme marche aléatoire

Notons U,, V,,, W), les v.a.r. égales respectivement aux nombres de sauts sur la droite, sur
la gauche et "sur place".
On a de fagon évidente : U, + V,, + W, = n et X,, = U,, — V,,. Les trois v.a.r. U,, V,,, W, ne
sont pas indépendantes entre elles mais chacune d’elles est la somme de n v.a.r. de Bernoulli
indépendantes de paramétres p, g, 7 respectivement. Les lois de probabilité de U, V,, et W,, sont
donc des lois binomiales de paramétres (n,p), (n,q) et (n,r) respectivement.

On en déduit : E(X,,) = E(U,) — E(V,) =np —ng=n(p—q) et
V(Xy,) =V (Uy) +V (V) — 2cov(Up, Vi) = np(1 — p) + ng(1 — q) — 2cov(Up, V).

Il reste a calculer cov(Up,,V,,). Comme on a : U, +V,, = n — W, on en déduit :
V(Up+ V) =V(n-W,)=V(W,)=nr(1—r)
mais on a aussi :
V(Up+Vy) =V (Uyp) + V(Va) + 2cov(Uy, Vi) = np(l — p) + ng(1 — q) + 2cov(U,, V;,) d’ou :
2cov(Up, Vo) =nr(1 —7r) —np(l —p) —ng(1 — q) et
V(Xpn) =2np(1 —p) +2nq(1l — q) —nr(1 —r) = n(dpg+r(1 —1)).
On a montré : E(X,) =n(p—q) et V(X,) =n(dpg+r(1 —1r)).

IV. Troisiéme marche aléatoire

1) On a de fagon évidente X,,41 = X, + cosbpi1 et Y11 = Y, + sinf,41 et donc, par
récurrence finie : X, = > cosb; et Y;, = > " | sinb;.

2) On a pour tout 7 € 1,.

E(cosb;) = 027r cos 05 de =0, E(sm ;) = OQW sin 05 de =0,
E(cos? ;) = 027r 0032 0% da f027r Lreos20q9 — 1,
E(sin?6;) = OQTF sin? 939 f027r Lo 2‘9d0 = 1, soit :

1
E(cosb;) = E(sinf;) = 0,V (cos8;) = V(sinb;) = 5

Les v.a.r. (6;)i=1,..n étant indépendantes en probabilités, il en est de méme des v.a.r.
(cos0;)i=1,..n et des v.a.r. (sinb;)i=1,. . On a alors :
B(X,) = 50 B(costh) =0, V(Xp) = S0, Vicosy) = 3,
E(Y,) => i, E(sin;) =0, V(Y,) = > ;- V(sin6;) = &, soit :

|3

E(Xn> = E(Yn) =0, V(Xn) = V(Yn) =

\V)

3) Par bilinéarité de la covariance, on a :

cov(Xp,Y,) = cov(zn: cos 0;, Zn: sinf;) = z": z”: cov(cos 0;,sin 6;).

i=1 =1 i=1 j=1

Dans le cas i # j, 0; et 0; sont des v.a.r. indépendantes, il en est donc de méme de cost; et
sin@;, d’ou cov(cos;,sind;) = 0. On peut donc écrire :

n n
cov(Xy,Y,) = Z cov(cos 0;,sin ;) = Z E(cos 6; sin 6;)
i=1 i=1
puisque les variables sont centrées.

Ona: ) ’ ) )
E(cosb;sinb;) = / cos 6 sin «9;[— / ST 46 = 0.
0 0

T 47

6



On en déduit : cov(X,,Y,) =0, les v.ar. X,, et Y}, sont non corrélées.

4) On peut écrire :

n2

cov(X2,Y,?) = E(X2Y?) — E(X2)E(Y;?) = B(X2Y}?) — T

n’ n n-—n n-n
I reste donc & calculer : F(X2Y2).
Pour cela, notons que pour n > 1lona: X, = X,,_1 +cosb, et Y, =Y, 1 +sinb, dou

X2y? = X2 V2 |+ X2 [ sin?6, +Y? | cos’b, +2X2 Y, 1sinb, +2X, 1Y | cosb,

+2X,,_1 cos O, sin? 0,, + 2Y;,_1 cos® O, sin 0, + 4X,,_1Y;,_1 cos b, sin 6, + cos? 6, sin? 6,,.

L’espérance étant linéaire, calculons ’espérance de chaque terme.
On a: BE(X2_;sin?6,) = E(X2_,)E(sin®0,) = %513 car les v.ar. X2_; et sin?#6,, sont indé-
pendantes en probabilités.
On a de méme E(Y,2 ; cos?6,) = %1 1.
Ona E(2X2 Y, 1sind,) = E(2X2_,Y,_1)E(sin6,) = 0 car les variables 2X2 ,Y,,_1 et sinf,
sont indépendantes et la seconde est centrée.
On a de méme E(2X, Y2 | cosf,) =0
Ona E(2X,,_1cosf,sin?6,) = E(2X,_1)E(cos, sin?0,,) = 0 car les v.a.r. 2X,,_1 et cos 0, sin? ,,
sont indépendantes et la premiére est centrée.
On a de méme E(2Y,,_1 cos? 0, siné,) = 0.
Ona:E(4X,_1Y,_1cos0,sinb,) = E(4X,_1Y,—1)E(cosb,sinb,) = 0 carles v.a.r. 4X,, 1Y, 1
et cos 0, sin 6, sont indépendantes en probabilité et la deuxiéme est centrée (calcul fait a la ques-

tion 3).
Enfin :
2 2T (o 2 2
do 260 1-— 40 1
E(cos® 6, sin?6,) = / cos? fsin? — = / Mdﬁ = / ST e = .
0 2T 0 8 0 167 8
On en déduit : 1 1
n—
E(X;Y7) = E(nglynzq) + 5 + 3
c’est-a-dire, en posant : o, = B(X2Y?), 3.
Par récurrence finie, on obtient :
4k 3 1L 1 3
oy, = 7Zk_7: (n2—|— )—g, etdonc
k=1
n? 1n(n+1) 3n n? n
cov(X7,Y,)) = B(X2Y,?) — 4 32 2 T8 1%

Les variables X2 et Y;2 sont corrélées (pour tout n de N*) alors que 'on a vu a la question
précédente que les variables X, et Y,, sont non corrélées. On en déduit que, bien que non corré-
lées, les variables X, et Y, ne sont pas indépendantes en probabilité. En effet, si elles I’étaient,
il en serait de méme de leur carré et la covariance de X2 et Y,2 serait nulle.

5) Le carré de la distance a Porigine de la puce a l'issue du n®™ saut D2 n’est autre que
X2 +Y2 On en déduit : E(D2) = E(X2) + E(Y,2) = n. Aprés n sauts, la puce est a une
distance moyenne de origine de y/n.



