CORRECTION - CAPES INTERNE 2001 - EXERCICE 2
MARCHE ALEATOIRE SUR UN TRIANGLE

l. Préliminaires

1.0na P(A)=r,P(B)=p,P(C,)=q car, le point M étant en A a l'instant O, il esten A a
I'instant 1 s'il reste en A, donc avec la probabilité r, il est en B (sommet suivant A) a l'instant 1
avec la probabilité p, il est en C (sommet précédant A) a l'instant 1 avec la probabilité g.

2. Posons : E, =A UB,UC,. L'evénement E_ est réalisé si et seulement si, a l'instant n, le
point M se trouve en l'un des sommets du triangle.

Par hypotheése, si, a I'instant n, le point M se trouve en I'un des sommets du triangle, alors, a
I'instant n+1, M se trouve au sommet suivant avec la probabilité p, M se trouve au sommet
précedent avec la probabilité g, M reste au méme sommet avec la probabilité r.

Cette hypothése peut se traduire par P(E,.,/E,)=p+q+r (acondition davoir P(E,)=0).

n+1

Comme on a supposé : p+q-+r=1, ona par hypothese : P(E
P(E,)=0).

/E,)=1 (a condition d'avoir

n+1

Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona:P(A,)+ P(B,)+ P(C,) =1.
Notons que, pour tout entier naturel n, les événements A, B, et C, sont deux a deux
incompatibles ; ils vérifient donc : P(A,)+ P(B,)+ P(C,)=P(A, wB,uC,).

Il s'agit alors de montrer que, a tout instant n, le mobile se trouve sur un sommet du triangle
ABC avec probabilité 1, c'est-a-dire : VneN, P(E,) =1.

La propriété est vérifiée pour n = 0. En effet, a I'instant 0, le point M se trouve en A donc
P(A)=1 P(B,)=0, P(C,)=0 et P(E,)=1.

Soit ne N, supposons que I'on ait : P(E,)=1. Le point M est donc a l'instant n, a l'un des
sommets du triangle avec probabilité 1.

On peut noter la propriété suivante : si A est un événement de probabilité 1, alors, pour tout
événement B,ona: P(B)=P(BnA)=P(B/A) (*).

Onaeneffet: P(B)=P(BnA)+P(BNA) ;le deuxiéme terme est nul car BAAc A et P
est positive et croissante donc : 0<P(BNA)<P(A)=0 ; le premier terme est égal a
P(B/A) car P(A)=1.

Commeona P(E,)=1et P(E,,/E,)=1, on déduit de la propriété (*):

P(EnH)Z P(E,,/E,)=1.

On a donc montré que la propriété est vérifiée pour n = 0 et que, pour tout entier naturel n, si
elle est vérifiée au rang n, elle est vérifiée au rang n + 1 ; la propriété est donc verifiée pour
tout entier naturel n.

3.0npose a, =P(A), b, =P(B,),c,=P(C,).
Comme, pour tout entier naturel n, les événements A, B, et C, sont deux a deux
incompatibles et vérifient P(A, uB, UC, ) =1, onaen utilisant la propriété (*) :
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P(A.1) =P(A..N (A UB,LC))=P(A.,NA)+P(A,,NB)+P(A,,NC,)

et, a condition d'avoir P(A,)#0, P(B,)=0, P(C,) #0, on en déduit :
P(A.1)=P(A../A)P(A)+P(A.,/B,)P(B,)+ P(A,, /C,)P(C,).

Commeona: P(A.,/A)=rP(A./B)=q et P(A,/C,)=p, onamontré, en utilisant
les notations proposées : a,,, =ra, +gb, + pc,.

On montre de la méme fagon, que I'on a:

P(B,..) =P(B,../A)P(A)+P(B,,/B,)P(B,)+P(B,,
P(C,..) =P(C,../A)P(A)+P(C,,/B,)P(B,)+P(C

/C.)P(C,) et
1C,)P(C,).

n+1

On obtient donc le systeme de relations de récurrence :
a,,=ra,+qb, + pc,
b..,=pa,+rb,+qc,
C,., =0a, + pb, +rc,
Notons que ces égalités sont encore vérifiées si P(A,)=0, P(B,)=0 ou P(C,)=0.
En effet, supposons que I'on ait par exemple P(A,)=0.
Les événements A, NA,, B,,,nA et C ,NA,, étant inclus dans A,, sont de probabilités

nulles, le premier terme du deuxiéme membre de chacune des trois équations est nul et le
systeme de relations est encore vérifié. Le systéeme est donc vérifié pour tout entier naturel n.

Notons que I'on a utilisé ici la propriété suivante : si A,..., A, sont n événements (n > 2) deux
a deux incompatibles et B un événement tel que BcAuU..UA alors

P(B):_Z P(BmA)={ > P(BnA)= > }P(B/A)P(A)(**).

4. On déduit immédiatement de la question 3 :

a, = ra, +qb, + pc, =r* +2pq

b, = pa, +rb, +qc, =q>+2pr

C, =qa, + pb, +rc, = p*+2qr
5 Danslecas a) r=1(doup=q=0), ona a,,=4a, b, =b, etc,, =c, pourtoutentier
naturel n. Les suites sont stationnaires et, puisque a, =1, b, =0 et ¢, =0, on en déduit, pour
tout entier natureln: a, =1, b, =0 et c, =0. Le point M est immobile ; étant en A a l'instant

0, il reste en A.
Dans le cas b) p=1(dougq=r=0),ona a,,=c,, b, =a, etc,,=b pour tout entier

naturel n, et, comme on a par hypothése a,=1,b,=c, =0, on en déduit pour l'instant 1 :
b=14a =c =0, pour linstant 2 :c,=1a,=h,=0 et pour tout entier naturel n :

a,,=4a, b,,=Db, etc ,=c,. Lepoint M tourne dans le sens trigonométrique. Il est donc
en Aaux instants 0, 3, 6, ..., en B aux instants 1, 4, 7, ... eten C aux instants 2, 5, §, ...

1 1 1 :
Dans le cas ¢c) p=q=r(= 5) ,ona a,, = g(an +b,+c,)=b..,=cC , =3 pour tout entier

naturel n. A chaque instant n, le point M se trouve en A, en B ou en C avec une probabilité de
1/3.
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Il Etude ducasp=q

A.Danslecas p=q= % (et r =0), on a pour tout entier n :

1 1 1
an+1:E(bn+Cn)’ bn+l:E(an+Cn)! Cn+l:E(an+bn) et 3.021, bO:CO:O'

1. n étant un entier naturel, on pose : u, =a, —b,, v,=b,-c,, w,=c, —a,.
Montrons que les suites (u, ), (v, ), (w,) sont des suites géométriques. On a :

-b,,, = 1(an—bn):—éun et u,=1

=4a n+1 _E

n+1

1 1
Vo = bn+l —Cu = _E(bn _Cn) = _Evn et Vo = 0

1 1
Wi =Cha—8pn = _E(Cn _an) = _EWn et W = -1

Les suites (u,), (v,).(w,) sont donc des suites géométriques, toutes trois de raison —1/2 et de

premier terme 1 pour (u, ), 0 pour (v, ) et -1 pour (W, ).

2. On peut alors exprimer u_, v., w. en fonction de n uniquement.

n! “n?

On a pour tout entier naturel n :

(2w e o ene (]
n 2 0 2 ' n 2 0 n 2 0 2 :

La suite (v, ) est donc la suite nulle.

3. Montrons que, pour tout entier naturel n,ona: 2a,,, =a,,, +a,.

1 1 1 1 .
Onaeneffet: vneN, a_,, = E(b”” +Cpy) = Z(Zan +b,+c,) = Ea“ +Ean+l et le résultat.

4. Exprimons a,, b,, ¢, en fonction de n uniquement.

n? n?
Si r et s sont des nombres réels vérifiant : VneN, 2r™? =r" 4", 2s"2 =" 45" ls
vérifient, pour tout n de N : x"(2x* —x-1) =0, c'est-a-dire, x=0 ou 2x*—x-1=0, C'est-

. 1
a-dire encore x=0 ou x=1 ou X:_E'

Si r=0o0u s=0 ou r=s, l'écriture a, =ar" + £s" devient a, =yt", c'est-a-dire le terme
général d'une suite géométrique, ce que la suite (a,) n'est pas. Aussi, r et s sont les deux

. . : 1
solutions de I'équation : 2x*> —x—1=0, soit r =1 et s=—; par exemple.

n
. . R . . . 1
On determine « et S a partir des équations : a, =« +ﬂ(—;j pourn=0 et n=1:

2

l=a+f et O=a—§ﬂ dol a=% et f==

Onadonc:
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n n n
1 2( 1 1 1 1 1 1 1
vneN, an=—+—(——j , bnzan—un:———[——] , cn:bnz———(——j car v, =0.
3 30 2

nN—oo nN—o0 N—o0

A : , 1
On en déduit : lima, =limb, =limc, =3

Pour n assez grand, le point M a quasiment la méme probabilité 1/3 de se trouver en A, en B
ouenC.

B. Généralisation. Soit maintenant p }Oﬂ

Danslecas p=q (d'our=1-2p)on a pour tout entier naturel n :
an+1 = (1_ 2 p)an + pbn + pcn et aO :1
bn+l = pan + (1_2 p)bn + an et bO =0
Cn+l = pan + pbn + (1_2 p)cn et C0 =0

1. n étant un entier naturel, on pose : u, =a, -b,, v, =b,-c,, w, =c, —a,.

Montrons que les suites (u,), (v, ), (w,) sont des suites géométriques. On a:
Upy =85, — B, =(1-3p)(a, —b,) =(1-3p)u, et u, =1

Vi =By =€y = @=3p)(b, —¢,) = (1-3p)v, et v, =0

W1 = Cpyy — a5 = (1-3p)(c, —a,) = (1-3p)w, et w,=-1

Les suites (u,),(V,),(w,) sont donc des suites géométriques, toutes trois de raison (1-3p)

et de premier terme 1 pour (u,), 0 pour (v,) et—1 pour (w, ).

2.0nendéduit: vneN, u, =(1-3p)", v. =0 et w, =—(1-3p)".
La suite (v, )est la suite nulle.

3. Montrons que, pour tout entier naturel n,ona: a_,=(p+2r)a ,+(2p*—pr-r?)a..
En effet,on a:

vneN,a,,=01-2p)a,,+ p,,+c,.,)=01-2p)a,,+ p(2pa, +1-p)b,+c,)

1 En+2

= (1_2 p)an+1 +2 pzan + (1_ p)(an+l _(l_ 2 p)an) = (2_3p)an+l + (3p _1)an
et le résultat puisque l'ona: p+2r=2-3p et 2p°—pr-r>=3p-1.

n+1

4. Exprimons a,, b,, c, en fonction de n uniquement. Comme précédemment, r et s sont les

deux solutions de I'équation x* —(2—3p)x—(3p—1) =0, so0it r=1 et s=1-3p par exemple.
On détermine a et f a partir des équations : a, =a+£(1-3p)" pourn=0 et n=1, en

notantquelona: a =1-2p,l=a+p et 1-2p=a+ f(1-3p) dou azé et ﬂzé.
Onadonc:
1 2 11 11
vneN, a,=—+-(@1-3p)", b,=a,-u,==—=(1-3p)", ¢,=b,==—=(@1-3p)" car v, =0.
€ ;5 U-30) ;5 173p) ;5 43p)

Commeona 0< psé, ona —%sl—Bp <1 etdonc [1-3p|<1.
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A : : 1
On en déduit : lima, =limb, =limc, ==.
3

nN—oo nN—oo N—oo

Pour n assez grand, le point M a quasiment la méme probabilité 1/3 de se trouver en A, en B
ouen C.

111 Etude du cas général

On suppose ici que p, g, r sont trois réels positifstelsquep +q +r =1.

On se place dans I'espace vectoriel complexe C°, rapporté a sa base canonique (e,e,,e,)
avec e, =(1,0,0),e, =(0,1,0), e, =(0,0,1).

1. Soient les vecteurs de C° : u=(1,11); v=(1, i, jz); w=(1, i2, j).

a) Montrons que (u,v,w) est une base de C®. L'espace C* étant un espace vectoriel surC de
dimension 3, il suffit de montrer que (u,v,w) forme une famille libre.

Soit (e, B,7) € C? tel que au+ Av+yw=0. On aalors le systéme d'équations :

a+f+y=0 111
a+Bj+yj?=0 dontledéterminantest A=[L j j°|=3(j*-j)=0@-]))°
a+pj’+yj=0 12

Le déterminant étant non nul, le systeme d'équations n'admet qu'une solution: a ==y =0.
(u,v,w) forme une famille libre et donc une base de C°.

r-q p
On pose V, =(a,,b,,c,) eton considére lamatrice: S=| p r ¢
qa p r

Soit @ l'application linéaire admettant S pour matrice dans la base canonique de C°.
D'apres la partie I, on a donc, pour tout entier naturel n, V.., = ®(V,) et donc, matriciellement

an+l a'n
par rapport a la base canonique,| b, =S| b, |.
Cn+l Cn

b) Montrons que I'ona ®(u) =u, ®(v)=Av, ®(w)= W, avec:

A=r+qj+pj’, p=r+pj+qj’.
En utilisant les écritures matricielles par rapport a la base canonique, on a en effet :
1 1

S|1l|=|1| carp+q+r=21donc ®(u)=u
1 1

1 r+aj+ pj° 1
S| j|=| p+rji+qj® |=(r+aqj+pj®)| j | donc d(v)=Av avec A=r+qj+ pj’
i°) la+pi+ri’® ]
1 r+qj’+ pj 1
S| j? [=| p+rj®+0qj |=(r+pj+qj?)| j° | donc d(W) = uw avec u=r+ pj+qj’
i) la+pi®+rj ]
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On a donc montré que u, v, w sont des vecteurs propres de ® associés respectivement aux
valeurs propres 1, 4, u de @.

Si on note D la matrice diagonale des valeurs propres et P la matrice de passage de la base
canonique a la base de vecteurs propres correspondants, on a :

100 111
D=0 2 0|,P=[1 j j°| et S=PDP™.

00 u 1j% ]

¢) Montrons que les modules des nombres complexes A et ¢ sont inférieurs ou égaux a 1.
Commeona u=Aona |A|=|y< r+|qj|+‘ pjz‘ =r+q+ p=1 et égalité si et seulement si les

vecteurs r, gj et pj> de C considéré comme espace vectoriel surR sont colinéaires, c'est-a-

dire, si et seulement si :
p=0,g=0,r=1 auquelcasona A= =1 ou

p=0,g=1r=0 auquelcasona A=j et u=j* ou
p=19=0,r=0 auquelcasona A= j* et u=j.

2. Déterminons les coordonnées (X,, Yy, Z, ) de V, dans la base (u,v, w).
OnaV, =(ay,by,c,)=(1,0,0) et on cherche x,, y, et z, tels que
Vo = XU+ YoV + ZoVV:(Xo + Yo+ 2o, X+ 1Yo + jZZO,XO + jzyo + jzo)
d'ou le systeme d'équations :
Xo+ Yo +2Z,=1

X+ §Yo + (2, =0

Xo + jzyo +J2,=0
On a déja vu que le déterminant de ce systtme A =3(j*— j)est non nul. Le systéme admet
donc une solution unique : X, =A, /A, y,=A, 1A, z,=A, A, avec:

1 1 1 11 1 1 1 1
M=o FP=i-0A, =l 0 P=it-jA =1 § 0=jt-]
0 2 j 10 j 1 2 0

Les coordonnées (X,,Y,.Z,) de V, dans labase (u,v,w) sont donc x, =y, =z, :%.

Wl

Remarques : (i) ona u+v+w=23e, =3V, donc V, =1u +%v+%w et (xO,yO,zo):(%, %)

(nettement plus rapide !)

X, a, NEERE

(iiyon aaussi |y, [=P*| b, | avec V, =(ay,by,c,)=(1,0,0) et P*=={1 j* j
3>

Z, C 1] ]

(& calculer, plus compliqué).

3. Calculons a,, b, c,. Il s'agit des coordonnées de V. dans la base canonique.

n?’ ~n? ~n

De la relation V., = ®(V,), on déduit que I'on a pour tout n entier naturel V, = ®"(V,).
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Dans la base (u,v,w) de vecteurs propres de @, la matrice de @ est diagonale, égale a D

1 0 O
La matrice de ®" dans cette base est donc D", soit |0 A" 0
0 0 4"
Si I'on note (x,, ¥, Z, ) les coordonnées de V, dans la base (u,v,w)on adonc:
1 1
X, X, 1 0 O i 13
Y, |=D" y, |=]0 A" 0 ||=]|= =" |. Comme on a, pour tout entier naturel n :
Z, %) (00 u) 3| |3
1 1 n
—| |TH
3 3
1
a, X, a,) (111 13 _
b, |=P|y, |, onendéduit: | b |=|1 j j*| =A" | En utilisant la relation u=A1, et
c, Z, ¢) 1 )3
g#

donc aussi x" 2" R = A et ju" = j°A"  on obtient I'expression de a_, b , ¢

1 1 1 1 2
a,=—+=A"+=u"==+—Re(4"
" 3 3 3” 3 3 ()

1 1. 1. 1 2 . . .
b ==+=jA"+= j°u" ==+=Re(jA") avec A=r+qj+ pj>.
=gt A T e =S Re(jAT) qj+ pj

1 1., 1., 1 2_ .,

C,=—+—J A += =—+—Re(J4

n=3t3) S =53 (°4")

4. 0Onavuen Il 1. c) que le module de A est inférieur ou égal a 1 et qu'il est égal a 1 si et
seulement si :

p=0,q=0,r=1 auquelcasona A=u=1 ou

p=0,q=1r=0 auquelcasona A=j et u=j* ou

p=1,0q=0,r=0 auquelcasona A= j* et u=|.

Dans le premier cas, on a alors pour tout n entier naturel a, =1,b, =c, =0, le point M est
stationnaire en A.

Dans le deuxieme cas, on a alors pour tout n entier naturel

a,,=Lb, =0,¢c,=0, a,,=0b,,,=%¢,,=0, a,,=0b,,,=0c,,=1, le point M
tourne dans le sens trigonométrique, il est donc en A aux instants 0, 3, 6, ... en B aux instants
1,4,7,...enCauxinstants 2,5, 8, ...

Dans le troisieme cas, on a alors pour tout n entier naturel

a,,=LDb, =0,¢c,,=0, a,,=0b,,,,=0,¢,,,,=1 a,,,=0,b,,,,=1¢,,,=0, le point M
tourne dans le sens opposé au sens trigonométrique, il est donc en A aux instants 0, 3, 6, ... en

Cauxinstants 1, 4, 7, ... en B aux instants 2, 5, 8, ...
Dans tous les autres cas le module de A est strictement inférieur a 1. Comme ona:

Re(A") <[4"|, Re(ja")<|ja"|=|4", Re(j°A") <|j*4"| =|A[" et lim|2,/=0 on en déduit :

limRe(1") = limRe(jA") =limRe(j’A") =0 et lima, =limb, =limc, =§.

n—oo n—oo
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Pour n assez grand, le point M a quasiment la méme probabilité 1/3 de se trouver en A, en B
ouen C.

En conclusion, on a montré dans ce probléme que :

-sir=1, le point M reste en A,

-si p = 1, le point mobile tourne dans le sens trigonométrique, il est donc en A aux
instants 0, 3, 6, ... en B aux instants 1, 4, 7, ... en C aux instants 2, 5, 8, ...

-si g = 1, le point mobile tourne dans le sens opposé au sens trigonométrique il est
donc en A aux instants 0, 3, 6, ... en C aux instants 1, 4, 7, ... en B aux instants 2, 5, 8, ...

- dans tous les autres cas, quelles que soient les probabilités p, g, r de passer au
sommet suivant, au sommet précédent ou de rester sur place, a condition d'étre différentes de
1, pour n assez grand, le point M a quasiment la méme probabilité 1/3 de se trouver en A, en B
ouenC.

Commentaire :

Nous avons étudié dans toute sa généralité un graphe probabiliste d'ordre 3 de matrice de
transition :

w

Il
o T =
= O T

q
r
P

le graphe probabiliste associe est alors :
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