Capes de mathématiques 2003, début de la 2°™ composition
Solution

Indépendance et complémentation

1/ A et B sont indépendants, donc P(A~B)=P(A) P(B);
AN BetAnB forment une partition de A donc :
P(AnB)=P(A)-P(AnB)=P(A)-P(A)P(B)=P(A)(1-P(B))=P(A)P(B)
On a donc montré que si A et B sont indépendants alors A et B sont indépendants.

En échangeant les roles de A et B on a montré aussi que si A et B sont indépendants alors A et B
sont indépendants.

En appliquant le résultat précédant a A et B (qui sont indépendants puisque A et B le sont), on
montre que si A et B sont indépendants alors A et B sont indépendants.

2/ Montrons : (Ai,---,,%) indép. = ('E&’Az,""ph) indép..
Soit I <[1,n], silel, P(ImI /-\1)=HP(A1), car (A,, ..., A,) sontindépendants.

Silel, P(Z& “(ieﬂl}pﬁjjz P[ief;/*j_ P(QA):iegl}P(A,)—i];[lP(A,)

=(1-P(A)) T1 P(A)=P(A) TI P(A)

iel-{1} iel-{1}
et donc (5& A,... An) sont indép.
Montrons par récurrence sur j (allantde 1 an) :
(AL A) indép. = (A, A, A+, A, ) indép..
On a montré ci-dessus la propriété pour j = 1.
Conséquence : en échangeant les roles de A etA,, puisde A etA,, ..., puisde A etA,,on a
montré :

(A A) indép. = (AL A, ., A) indép., (A, AL A, ..., A, indép.,...,
(Al,...,A]_l,R) indép.

Supposons la propriété vraie a l'indice j (avec j<n) ; les événements (K_LKJ : Aj+11"'1A1) étant
indépendants, en appliquant la conséquence de la propriété vue pour j = 1 a I'événement A, on
montre (K_L ..... Kj,AH---,A]) indép. = (E,...,Ki,KM,AHZ,---,AH) indép.
La propriété est donc vérifiée pour j allant de 1 a n et on a donc montré en particulier :

(A, A) indép. = (A,... Kj,---,R) indép.

Commeona UA = N A, on en déduit :
le

iel

P(i\:l A):l—P(igE):l—HP(R):l—H(l—P(A))zl—(l— p)" si P(A)=p, pourtout i de [1,n].

iel iel



Indicateur d'Euler

k p—
1/ 0On a : AzﬂAi car "m est premier avec n" si, et seulement si, pour tout i de
i=1

[1,k], m nest pas divisible par p;. On en déduit :
® k

A=JA=etp(n)=card(A)= n—card(UA,J
i=1 i=1

Vie[Lk], A ={qe[[1,n]]; P, |q}:{pi,2pi ..... qp} avec g =(n/p;)e[Ln] puisque p, divise n.
Onadonc Card(A)=n/p,.

De méme, V(i, j) €[Lk]?,i# ], ona p, ‘q etp;|a< p,p;|a donc

ANA :{q e[Ln]; pip; |q}:{pipji2pi Pjreee G pipj} avec g :(n/ pipj)e[[lln]] puisque p; et
p; divisentn. On a donc Card(A N A;)=n/p;p;.

Par récurrence finie, on obtient :

n
vJ c[Lk],Card(( |A) =
(] [In
iel
En utilisant la formule de Poincaré pour le cardinal, on a:

Card (Qpﬁjziﬁl‘pard (A)+-+(-1)'" Y card(A n..nA )+.+(-1)" Card (hA]

1< <.<ij<k i=1

:n[zkli+...+(—1)j+l > L +---+(_1)k+1 kl ]

et donc en particulier pour J =[1,k].

i-1 Pi 15y <ocij <k Py B, _
[1r
k K :
go(n)=n—Card[UAJ:n[l—Zi+...+(—l)’ > 1 o (-2) kl ]
i-1 i1 Py 1<y <.<ij<k Py P, [Tr.

X 1
= nH[l——J (E)
i-1 Pi
2/ Pestlaloi uni _ el
est la loi uniforme sur [1,n] et Card (A)=¢(n) donc P(A)_T'

, on en déduit :

Comme ona: V]c[1k] Card(()A)= n

ied H P;

iel
1

% <KL P = 115 = TTP(A).

ied iel
iel

les événements (A )ie[[l,k]]
On sait que, si (A )iel[l,k]]
méme de la famille des événements contraires (exercice 7.13).
Commeona: AZﬁKi ,on en déduit : P(A)= P[hﬂ]z k P(A)=T1
i=1 i

k
i=1 i=1 i=1

sont donc mutuellement indépendants.

est une famille d'événements mutuellement indépendants, il en est de

(1—%] c'est-a-dire :

P

p(n)=n (1—i] G



