
 
 
CAPES de Mathématiques 2003 ; début de la 2ème composition 
 
 
Indépendance et complémentation  
On considère un espace probabilisé ( ), ( ),Ω Ω PP . 
a) Soit A et B des événements indépendants. Montrer que A et B  sont indépendants, puis que A  et B  

sont indépendants. 

b) Soit n un entier naturel non nul et 1 2, ,..., nA A A  n événements indépendants.  
Montrer que 1 2, ,..., nA A A  sont indépendants. 

Montrer par récurrence que 1 2, ,..., nA A A  sont indépendants. 
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Indicateur d'Euler 

On appelle indicateur d'Euler de l'entier naturel n strictement supérieur à 1 le cardinal, noté ( ),ϕ n  de 
l'ensemble des entiers m de a b1,n  premiers avec n. 

On suppose que la décomposition en facteurs premiers de n s'écrit 
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entiers supérieurs ou égaux à 1. L'objectif est de montrer l'égalité :  
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On note A l'ensemble des entiers m de a b1,n  premiers avec n et, pour a b1, ,i k∈  on pose 

a b{ }1, ; .i iA q n p q= ∈  

1) Écrire l'ensemble A en fonction des ( ) a b1,
.i i k

A ∈  Calculer le cardinal de ,de ,∩i i jA A A …  

Montrer l'égalité (E) en utilisant la formule de Poincaré (pour le cardinal). 

2) Soit P la loi uniforme sur a b1,n . Exprimer P(A) en fonction de n et de ( ).ϕ n  

Montrer que, pour a b1, ,i k∈  on a : 1( ) .=i
i
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Montrer que les ( ) a b1,i i k
A ∈  sont mutuellement indépendants. 

Exprimer A à l'aide des ( ) a b1,i i k
A

∈
 et en déduire l'égalité (E). 

 
 


