CAPES de Mathématiques 2003 ; début de la 2°™ composition

Indépendance et complémentation
On considére un espace probabilisé (Q, P(Q),P).

a) Soit A et B des événements indépendants. Montrer que A et B sont indépendants, puis que A et B
sont indépendants.

b) Soit n un entier naturel non nul et A, A,,..., A, n événements indépendants.
Montrer que Kl A,,..., A, sont indépendants.

Montrer par récurrence que A, A,,..., A sont indépendants.
En deduire : P({J7 A )=1-TT (1~ P(A)).
n

(Si Ip € ]0,1[ tel que Vi e {1,...,n} P(A) = p,onaalors P(UA,) =1-(1-p)M")

i=1

Indicateur d'Euler

On appelle indicateur d'Euler de I'entier naturel n strictement supérieur a 1 le cardinal, noté ¢(n), de
I'ensemble des entiers m de [[1, n]] premiers avec n.

On suppose que la décomposition en facteurs premiers de n s'écrit n :Hi:1 p’i,ou les ¢; sont des
entiers supérieurs ou égaux a 1. L'objectif est de montrer I'égalité :

o(n)= n]‘[f_{l-&} (E).

On note A lensemble des entiers m de [1,n] premiers avec n et, pour i€[l,k], on pose
A ={ae[Ln]; pa}.

1) Ecrire I'ensemble A en fonction des (A )ieﬂl | Calculer le cardinal de A,de A N A;, ...

Montrer I'égalité (E) en utilisant la formule de Poincaré (pour le cardinal).

2) Soit P la loi uniforme sur [[1, n]]. Exprimer P(A) en fonction de n et de ¢(n).

Montrer que, pour i €[1,k], ona: P(Ai)zi

pi.

Montrer que les (A )i sont mutuellement indépendants.

€[1k]

Exprimer A & l'aide des (A )

ikl et en déduire I'égalité (E).



