Fonction génératrice des moments
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. On pose, VK € N, P([X = k]) = P,

On lui associe la fonction suivante, dite fonction génératrice des moments de X :
+00

vte[-11], G, ()= p t* (=E(t")).
k=0

Justifier I'existence de Gy .
a. Déterminer la fonction génératrice de la loi de Bernoulli, d'une loi binomiale, d'une loi de Poisson.

G (0)

b. Veérifier VkeN, p, = . En déduire que deux variables aléatoires ont une méme fonction

génératrice si et seulement si elles ont méme loi.

c. Soit Xy,..., X, des variables aléatoires indépendantes discretes a valeurs dans N. Exprimer la
fonction génératrice de la variable aléatoire Y =X, +...4+ X, en fonction des fonctions
génératrices de X, ..., X,,.

d. Retrouver, a l'aide des fonctions génératrices, les résultats concernant la somme de deux v.a.r.
indépendantes de loi binomiale (resp. de loi de Poisson).

e. On peut montrer aussi que, si X est d'ordre n, Gy admet une dérivée n™ 3 gauche en 1 et
GOM=> . k(k=1)..(k=n+1)p, =E(X(X -1)..(X —n+1))
(ce nombre est appelé moment factoriel d'ordre n).

Solution

Si X(Q)=N avec P([X :k]): p, pour keN , la fonction génératrice des moments est définie
par: Vte[-11] Gy (t)=E (tx)z > pte.
keN

Comme z p, =1, la série entiére converge au moins sur I’intervalle [—1,1]
keN

a) X~B(Lp) X(Q)={01 p=1-p p=p
Gy (t)=(1-p)+ pt

k=0
A
X~P(1) X(Q)=N p,=e W
k
At
Gy (t)=2¢" ) _ st _ it
keN kl
b) vte[-11] > p,t*estle développement en série entiére de G, au voisinage de 0.
keN
o . cWo) . .
G, est indéfiniment dérivable sur ]-1,1] et VkeN p, = Xkl . La loi de probabilité de X est

donc définie de fagon unique a partir de Gy



i=1

c) GY(t)E[tEXJEKHt]HE( ):H (t) car les variables

indépendantes, les variables (tx1 ..... tx") sont indépendantes.

Sideplus lesv.ar. X,...,X, sontde méme loi que X, ona: Gy ( [G

d) X,~B(n,p) X,~B(n,p) X;etX, indépendantes Y =X, +X,

Gy (t)=(1-p+pt)" (1-p+pt)* =(1-p+pt)* ™
dapréesb) Y ~ B(n,+n,,p)
X, ~P(A4) X,~P(4) X, et X, indépendantes Y =X, + X,

Gy (t)=e A(t-Dgh2(t-) _ g(A+A)(t-1)

daprésb) Y ~P(A4+4,)

T



