Arbre de déenombrement et arbre de probabilité

Plan du document

1. On présente tout d'abord la regle du produit pour les arbres de dénombrement avec, en cas
particulier, le cardinal d'un produit cartésien d'ensembles finis.

2. On présente ensuite une proposition : I'équiprobabilité a chaque étape entraine
I'équiprobabilité sur I'ensemble des résultats.

3. On applique cette proposition a I'échantillonnage dans une population finie (approche
sondage) : échantillon de taille 2 a probabilité égale avec remise puis sans remise.

4. Pour les échantillonnages de I'exemple 3, on utilise une autre modélisation a l'aide de
probabilités conditionnelles et d'arbres de probabilité.

5. Hlustration des paragraphes 3 et 4 dans le cas d'une population de taille 3 ; arbre de
dénombrement, arbre de probabilité et tableau présentant la distribution de probabilité
conjointe et les deux distributions marginales des deux tirages.

1. Régle du produit (pour les arbres de denombrement)

Si une experience comporte K étapes avec, pour chaque étape k, k e|I1,K]], n, résultats
possibles (n, ne dépendant que de I'étape k) alors le nombre total de résultats possibles est

H::1 M -

Preuve
Par récurrence sur K
Pour K=2

Soit {a, ;i1 n]} I'ensemble des résultats de la 1°° étape et, Vie[1n], {b;:je[Ln,]}
I'ensemble des résultats de la 2°™ étape correspondant au résultat a, de la 1% étape.

L'ensemble des résultats de I'expérience s'écrit : Q :{(a. b;);ie[tn], je[tn,] } et on

i1 Mij
a: Q=[] Q avec Q ={(ailbi,j); jelL ”z]]}- Les (),

méme cardinal n,. On en déduit par le lemme du berger card(Q2)=n,xn,, d'ou le résultat
pour K = 2.

On suppose la propriété vérifiée au rang K.

On designe par a,, i€ [[1, N]], les résultats des K premieres étapes, avec N = l_Ilenk d'apres

sont 2 a 2 disjoints et de

I'hypothése de récurrence et, Vie[1, N], par b,;, je[Ln.,] les résultats de I'étape K + 1
correspondant au résultat des K premiéres étapes désigné par a, .
L'ensemble des résultats de I'expérience s'écrit : Q = {(ai, b;): ie[LN], je[Ln,] } etla

preuve faite pour K = 2 permet de conclure.

Arbre de dénombrement et arbre de probabilité. Jeanne Fine — http://finestat.free.fr/ p. 1/8




Cas particulier. Cardinal d'un espace produit d'ensembles finis.

Dans le cas ou, pour tout k de [[1, K]], I'ensemble des résultats de I'étape k est un ensemble fini
A de cardinal n,, alors I'ensemble des résultats de I'expérience est le produit cartésien

A x...x A, ensemble fini de cardinal 1_[::lnk :

2. Equiprobabilité sur I'ensemble des résultats si équiprobabilité a chaque
étape

Proposition (cadre probabiliste)
Si une expérience aléatoire comporte K étapes avec, pour chaque étape k, (k [1,K]), n,

résultats possibles equiprobables (n, ne dépendant que de I'étape k) alors le nombre total de

résultats possibles est H:ﬂ n, etils sont équiprobables.

Preuve

Le résultat concernant le déenombrement des résultats possibles est déja démontré. Il reste a
prouver que, si I'on a équiprobabilité a chaque étape, alors on a équiprobabilité sur I'ensemble
des résultats. On raisonne par récurrence sur K.

Pour K=2

On reprend les notations utilisées précédemment. L'univers associé a I'expérience aléatoire est

Q:{(a. b;);ie[tn] jelt nz]]}. L'événement "obtenir le résultat a, a la premiére

i1 M

etape puis b, ; a la deuxieme étape” s'écrit {(a. b )} et I'événement "obtenir le résultat a, a

it M
la premigre étape" s'écrit €, = {(ai, b;);ie[Ln,] } .
Par hypothése, pour tout i de [1,n,]], les n, événements élémentaires {(ai, b, J)} je[Ln],
sont équiprobables. On note p; la probabilité commune a ces n, événements. On a alors, pour
tout i de L], P(Q)=n,p, puisque €, est la réunion de ces événements élémentaires

(évidemment 2 a 2 incompatibles).
Par hypothése, les n, événements Q;, i<[1 n, ], sont équiprobables. On note g la probabilité

commune & ces n, événements. On a donc, pour tout i de 1, n,], g=n,p;.
Les n, evénements €, sont 2 a 2 incompatibles et forment une partition de Q.

On en déduit: 1=P(Q)=> " P(Q)=ng dou q:nl et, pour tout i de [1,n],

1

P, :n—:ﬁ. Les nn, événements élémentaires {(ai,bi,j)},ie[[l, n], ie[Ln,], sont
2 172

équiprobables. La suite de la démonstration par récurrence est évidente.
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3. Application au tirage successif a probabilité égale avec remise et sans
remise

On tire "au hasard" (c'est-a-dire avec équiprobabiliteé) successivement et avec remise (resp.
sans remise) deux boules d'une urne contenant n boules numérotées de 1 a n.

Pour tout i de [[1, n]], on note A (resp.B,) I'événement “obtenir la boule i au premier tirage"
(resp. "obtenir la boule i au deuxieme tirage").

Proposition

Que le tirage soit avec ou sans remise, on a, pour tout i de [[1, n], P(Ai):1 et P(B)) 1
n n

Dans le cas du tirage avec remise, on a, pour tout i de [1n] et tout j de [1n],
P(AN Bj)=% ; les événements A et B, sont indépendants en probabilité.

Dans le cas du tirage sans remise, on a pour tout i de [1,n] et tout j de [1 n],
P(ANB;)=

en probabilité.

si i# ], 0 sinon; les événements A et B; ne sont pas indépendants

1
n(n-1)

Preuve

Dans le cas dun tirage avec remise, l'ensemble des résultats possibles est
Q:{(i, i);ie[Ln], jefL n]]} ; ona card(Q) =n* (cas particulier de la régle du produit
pour le cardinal d'un ensemble produit) et chaque événement élémentaire a la méme
probabilité 1/n® (proposition ci-dessus).

Pour tout i de [1,n] ettoutjde [1,n],ona:A={G j); je[Ln]}, B;={G ]);ie[Ln]} et
A nB; ={(i, )} de cardinal n, n et 1 respectivement.

On en déduit : pour tout i de [Ln] et tout j de [in],

P(A):%, P(Bj):%, P(A mBj):n—l2 et le résultat annonce.

Dans le cas dun tirage sans remise, l'ensemble des résultats possibles est
Q={(i, j); ie[Ln], je[Ln]\{i}}; on a card(Q)=n(n-1) (régle du produit pour un

arbre de dénombrement) et chaque événement élémentaire a la méme probabilité : 1/n(n-1)
(proposition ci-dessus).

Pour tout i de 1, n] ettoutjde [1,n],ona:

B A :{(I’ J) , J € Hl’n]]\{l}} :Uje[[ln]]\{|}{(l’ J)} ! BJ = {(I’ J) , [ E[l’n]]\{ J}} :U|e[[1n]]\{1}{(l’ J)}
et AnB; ={(i,])} si i=]j, @ sinon;

- card(A)=n-1, card(B;)=n-1 (regle de la somme pour un arbre de dénombrement) et
card(A NB;)=1si i= ], 0 sinon;

_p(A):%, P(Bj):% et P(ANB,)= si i+ j, 0 sinon.

1
n(n-1)
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Comme on a:P(A)P(Bj)=i2, pour tout i de [1n] et tout j de [Ln] ; les événements
n

A etB;,ie[Ln], je[Ln], ne sont pas indépendants en probabilité.

4. Modélisation avec les probabilités conditionnelles

Au lieu d'utiliser la proposition ci-dessus, on peut modéliser les deux tirages en utilisant les
probabilités conditionnelles et les arbres de probabilités (arbres ponderés).
On utilise les mémes notations que ci-dessus pour I'ensemble des résultats possibles et pour

les événements A et B, i <[1,n].

Dans le cas du tirage avec remise, on a, par hypothése : pour tout i de [[1, n]], P(A) =E et
n

pour tout j de [1,n] PAi(Bj)=%. On en déduit, pour tout pour tout i de [1,n] et tout j de

. 1y 1, .
[1n] P({(I, j)}): P(ANB;)=P(A)P, (Bj):(ﬁj = (régle du produit pour un arbre
pondéré). On retrouve I'équiprobabilité des événements élémentaires.
. o . 101,
Enfin on en déduit : pour tout j de [1,n], P(Bj)zzieﬂl’nﬂP(Ai NB)) :Zie[[l,n]]F:H (régle

de la somme pour un arbre pondéreé).

Dans le cas du tirage sans remise, on a, par hypothese : pour tout i d e[[l, n]], P(A) :l et
n

pour tout j de [1n], PA(Bj):ﬁ si j=i, 0sinon.

On en déduit, pour tout pour tout i de [Ln] et tout j de [Ln]\{i},

P({(i, j)}): P(ANB;)=P(A)P, (Bj)z(lj( 1 j: n(nl—l) (régle du produit pour un

n)in-1
arbre pondéré). On retrouve I'équiprobabilité des evénements élémentaires.

Enfin on en déduit : pour tout j de [1, n], P(Bj):zie[[lyn]]P(A1 NB;) :Zie[[l,n]]\{j}ﬁ:%

(régle de la somme pour un arbre pondére).
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5. Arbre de dénombrement et arbre de probabilite - Exemple

On tire "au hasard" (c'est-a-dire avec équiprobabilité) successivement et avec remise (resp.
sans remise) deux boules d'une urne contenant 3 boules numérotées de 1 a 3.

Pour tout i de {1,2,3} ,onnote A (resp.B,) I'événement "obtenir la boule i au premier tirage"
(resp. "obtenir la boule i au deuxiéme tirage").

Proposition

Que le tirage soit avec ou sans remise, on a, pour tout i de {1,2,3}, P(A)z% et P(B,) L

Dans le cas du tirage avec remise, on a, pour tout i de {1,2,3} et tout j de {1,2,3},
P(ANB;) =% ; les événements A et B, sont indépendants en probabilité.

Dans le cas du tirage sans remise, on a pour tout i de {1,2,3} et tout j de {1,2,3},
P(A,mBj):% si i# ], 0 sinon; les événements A et B, ne sont pas indépendants en
probabilité.

Preuves

Que ce soit pour le tirage avec remise ou le tirage sans remise,

- on peut utiliser un arbre de dénombrement pour lister I'ensemble des résultats possibles et
utiliser la proposition selon laquelle I'équiprobabilité a chaque tirage entraine I'équiprobabilité
sur l'ensemble des résultats des tirages successifs (cette proposition est admise a tous les
niveaux d'enseignement secondaire)

- on peut utiliser I'information fournie sous forme de probabilité conditionnelle (arbre de
probabilité) et en déduire la probabilité des événements élémentaires.

Tirage avec remise

- Arbre de dénombrement

Arbre de dénombrement

w N =
W N FPWNPFPWDNDRE

0={(11),(12),(1,3),(2.1),(2,2),(2.3).(3.1).(3,2),(3,3)} et P est I'quiprobabilité sur €.
On a pour tout i de {1,2,3} ettout jde {1,2,3}:

A={(1.0).,2).(13)} B, = (L 1).(2.1).(3 D)} A B, = (0. ])
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dont on déduit : P(A):%, P(Bj)zéet P(AN Bj)zé et le résultat sur I'indépendance.

- Arbre de probabilité

Arbre de probabilité
1 11
1/3 — 81 P(AﬂBl)—§x§_§
A B, ...
1 13 B,
11 1
V3 B, P(Aszl)=§><§=5
1/3 A I
, .
% B
-
111
13 s B, P(A,NB)==x===
3 3 3 9
A 2
1/3 B,
1
P(Bl)zP(ALmBl)+P(Aszl)+P(A3r\Bl)=§

On a par hypothése, pour tout i de {1,2,3}, P(A) :é et pour tout j de {1,2,3} P, (B, )—%
On en déduit, pour tout pour tout i de {1,2,3} et tout j de {1,2,3}
2
P({(i,j)})=P(AmBj)=P(A)PAi(Bj)=(%j =% (régle du produit pour un arbre

ponderé). On retrouve I'équiprobabilité des évenements élémentaires.
Enfin on en déduit : pour tout j de {12,3}, P(B;)= 2.6‘123 P(ANB)=Y

|6123

@Il—\
wll—\

(régle de la somme pour un arbre pondéreé).

- Tableau : distribution de probabilité conjointe et de distributions marginales des
résultats des premier et deuxiéme tirages

2° tirage B B B
1* tirage 1 2 3
A 1/ 9 1/ 9 1/ 9 1/ 3
A, 1/ 9 1/ 9 l/ 9 1/ 3
A 1/ 9 1/ 9 1/ 9 1/ 3
1/ 3 1/ 3 1/ 3 1

La distribution conjointe est égale au produit des marges : indépendance en probabilité des
deux tirages.
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Tirage sans remise

- Arbre de dénombrement

Arbre de dénombrement

2<

N P W P, W DN

Q={(12),(1.3),(2.1),(2.3),(3,1),(3,2)} et P est I'équiprobabilité sur Q.
13 -

Onaiﬁr{( 2),(13)}, A, =1(21),(2.3)}, A ={(31).(3.2)},
B, ={(21),(31)},B, ={(12),(3,2)},B, ={(1.3).(2,3)}, et, pour tout i de {1,2,3} et tout ]
de {1,2,3}: Am ;={(i.)} si i=j, Dsinon,

On déduit: P(A)= ,P(Bj):%etP(AmBj):% si i # j, 0sinon.

ooll—\

- Arbre de probabilité

Arbre de probabilité

{Bz
v

11 1

3 AZ{E% P(ANB)=3x3=5
12 B,

11 1

v &{Bl PIANB)=3"3"%
2 B

P(Bl)= P(Az mBl)"' P(A3mBl)=

Wl

On a par hypothese, pour tout i de {1,2,3}, P(A)=% et pour tout j de {1,2,3}

P, (B)) =%si i # j, 0sinon. On en déduit, pour tout pour tout i de {1,2,3} et tout j de {1,2,3}

avec i# j, P({(i,j)}):P(AmBj):P(A)PA(Bj):(%}{%j:% (régle du produit pour

un arbre pondéré). On retrouve I'équiprobabilité des événements élémentaires.
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Enfin on en déduit : pour tout j de{1,2,3}, P(Bj)=zie{lvz’3}P(A mBj):ziE{llm}

1
\it 6
(régle de la somme pour un arbre pondére).

w|

Tableau : distribution de probabilité conjointe et de distributions marginales des
résultats des premier et deuxiéme tirages.

2° tirage

1% tirage B, B, B,
A 0 1/6 1/6 1/3
A, 1/6 0 1/6 1/3
A, 1/6 1/6 0 1/3
1/3 1/3 1/3 1

La distribution conjointe n'est pas égale au produit des marges, non indépendance en
probabilité des deux tirages.
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